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W kwestii istnienia przedmiotow matematycznych (jak liczby, funkcje, permu-
tacje, grupy, przestrzenie liniowe etc.) mozna zajaé dwa zasadniczo rozne sta-
nowiska. Badacz o nastawieniu realistycznym uzna, Ze istniejg one w taki lub
inny sposob poza umystami matematykow, iz sa samodzielne i niezalezne od
poznajacych je podmiotéw. Zainteresowany podmiot moze co najwyzej si¢ im
przygladac i bada¢ ich wtasnosci oraz zachodzace pomigdzy nimi stosunki — nie
moze za$ nic w nich zmienia¢ oraz nie ma wplywu na ich istnienie. Drugi poglad
— w szerokim sensie antyrealistyczny — ma zupehie inny charakter: zgodnie
z nim, przedmioty matematyczne sg pochodna ludzkiego poznania badz stano-
wig uzyteczne konwencje — ewentualnie sg one przydatnymi fikcjami. Sprawny
matematyk w tym ujeciu jest wyéwiczonym mistrzem ,,gry w konwencje” do
tego stopnia, ze wyniki jego pracy sprawdzaja si¢ w innych naukach, a w szcze-
golnosci w fizyce.

Realizm matematyczny jest roboczym stanowiskiem filozoficznym bardzo
wielu matematykow. Czesto styszy sie zartobliwe stwierdzenia, ze matematyk
jest od poniedziatku do pigtku realista, w weekendy za§ dopiero staje si¢ anty-
realistg, np. formalist. Zrédtem realizmu jest doswiadczenie obcowania z pewna
rzeczywistg sfera, ktorg trzeba poznac¢ — i nie jest to oczywiscie tatwe. Matema-
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tyk ma doswiadczenie swoistego ,,oporu materii”’. W metaforycznej formie pisze
o tym G.H. Hardy:

[Z]awsze uwazatem matematyka w pierwszym rz¢dzie za obserwatora, cztowieka, ktory obser-
wuje odleglte pasmo gorskie i odnotowuje swoje obserwacje. Jego zadaniem jest jasne wyodreb-
nienie i opisanie innym tak wielu szczytow, jak tylko jest to mozliwe (Hardy 1929, s. 18).

Przytoczmy jeszcze jedng z wielu wypowiedzi zawodowych matematykow po-
twierdzajacych to doswiadczenie:

Gdy jednak uprawiam matematyke, mam subiektywne odczucie, ze istnieje realny §wiat, ktory
nalezy odkry¢: $wiat matematyki. Ten $wiat jest dla mnie znacznie bardziej nieprzemijajacy,
niezmienny i rzeczywisty niz fakty rzeczywistosci fizycznej (wypowiedz Lipmana Bersa,
specjalisty w dziedzinie rownan rézniczkowych; Hammond 1983, s. 31).

Georg Cantor mial o sobie powiedzie¢, iz jest jedynie sprawozdawcy i urzednikiem
w stosunku do tresci swoich prac (pisat o tym w jednym z listéw do M.G. Mittag-
-Leftlera; por. Murawski 1984, s. 77), za§ w swej rozprawie habilitacyjnej zawart
uwage, iz ,liczby calkowite, podobnie jak i ciata niebieskie, tworza za pomocy
praw i relacji pewien staly porzadek™ (cyt. za: Murawski 1984, s. 77).

Samo psychologiczne doswiadczenie matematykéw obcowania z czyms
realnym nie stanowi jednak argumentu rozstrzygajacego. Zreszta nie wszyscy
matematycy majg takie doSwiadczenia. Pojawia si¢ wiec naturalne pytanie do-
tyczace mozliwosci uzasadnienia stanowiska realizmu matematycznego. We
wspotczesnych dyskusjach mozna wskaza¢ dwie podstawowe strategie argumen-
tacyjne. Pierwsza z nich to — mowiac ogolnie — strategia pochodzaca od W.V.
Quine’a. Druga to strategia Kurta Godla. Roznig si¢ one zasadniczo w wielu
punktach. Skupimy si¢ tutaj na strategii Godla, ktorg nastgpnie skomentujemy
z perspektywy fenomenologii Romana Ingardena, traktujac szkicowa prezentacje
strategii Quine’owskiej tylko jako uzupetnienie naszych analiz.

Nie ulega watpliwosci, ze Ingarden jest pierwszoplanowsg postacig filozofii
polskiej XX wieku. Jego mysl jest kojarzona z filozofig cztowieka, estetyka,
teorig literatury oraz ontologia. Znacznie rzadziej spotyka si¢ jednak odniesienia
do Ingardena w dyskusjach dotyczacych filozofii matematyki. Znajomo$¢ mysli
Ingardena wsrdd filozofow matematyki jest bardzo staba — z duza strata dla
filozofii matematyki, poniewaz mysl ta dostarcza subtelnej siatki pojeciowe;,
ktora mogtaby zosta¢ zastosowana do analiz sporu realizm-antyrealizm.
W czotlowym czasopi$mie z zakresu filozofii matematyki ,,Philosophia Mathe-
matica” wyszukiwanie stow ,,Roman Ingarden” oraz ,,Ingarden” poprzez wyszu-
kiwarke dostepna na stronie internetowej czasopisma' nie daje zadnych istotnych
wynikéw. Hasto ,,Husserl” daje natomiast 148 wynikow (stan na 12 wrze$nia

! https://academic.oup.com/philmat [12.09.2020].
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2020 r.). Wyniki te interpretujemy w nastgpujacy sposob: mysl Ingardena nie jest
widoczna w gtownym nurcie badan z zakresu filozofii matematyki na $wiecie,
cho¢ mysl fenomenologiczna jest tam obecna, tzn. jest przestrzen na to, aby
analizy Ingardenowskie znalazly zastuzone i wlasciwe miejsce.

Artykul rozpoczynamy od przedstawienia najwazniejszych aspektow realis-
tycznego stanowiska Godla, wskazujac migdzy innymi na doniosta role, jaka
przypisywat Godel intuicji w poznaniu matematycznym. Wskazujemy w tej
czesci, ze ttem mysli filozoficznej Godla byta fenomenologia Edmunda Husser-
la. Godel bowiem, jak podaje Gian-Carlo Rota (1992, s. 175), uwazal Husserla
za najwickszego filozofa od czaséw Leibniza. W drugim rozdziale przedstawia-
my wybrane aspekty mysli Ingardena, nawigzujac tutaj do stanowiska Godla.
W szczegodlnoscei analizujemy pojecie intuicji, o ktorej pisat Godel, w Swietle
Ingardenowskich analiz aktow ideacji czystych jakosci idealnych, procesu uz-
mienniania jako$ci oraz ogladow ejdetycznych. Wskazujemy na role idei
W poznaniu matematycznym, a takze interpretujemy w duchu Ingardenowskim
pewne podobienstwa pomiedzy percepcja a ogladem matematycznym — podob-
ienstwa, na ktore wskazywat Godel. Opieramy si¢ tu gtownie na analizach
Ingardena zamieszczonych w jego pracy U podstaw teorii poznania. Calo$¢
konczymy krotkim podsumowaniem.

Celem artykutu nie jest prezentacja fenomenologicznych watkéw w filozofii
matematyki w calej ogdlnosci — skupiamy si¢ przede wszystkim na spusciznie
Ingardena. Mamy nadziej¢, ze niniejszy artykutl bedzie zacheta dla filozofow
matematyki do glebszego studiowania mysli Ingardena — za$ dla fenomenologow
i ingardenistow okazja do pochylenia si¢ nad wspdiczesnymi zagadnieniami
dotyczacymi filozofii matematyki®.

1. Stanowisko filozoficzne Godla

Kurt Godel® znany jest chyba wszystkim filozofom pracujacym w tradycji ana-
litycznej jako autor waznych twierdzen metalogicznych i nowych metod formal-
nych, ktore odegraty ogromng role w dyskusjach filozoficznych dotyczacych

2 Oczywiscie istniejg prace, ktore tacza w sobie zaréwno rozwazania z zakresu filozofii
matematyki, jak i watki Ingardenowskie. Wérdd polskich autoréw nalezy wspomnie¢ oryginalne
prace Piotra Btlaszczyka (2005, 2009, 2010), nowatorskie ujecie hermeneutyczne Zbigniewa
Kroéla (2006), prace Barttomieja Skowrona (2014, 2015), Jana Wolenskiego (1980), jak i innych
autorow. Niemniej sa to raczej potwierdzajace regute wyjatki.

3 Nie jest tu mozliwa szczegdlowa prezentacja mysli Godla: taka Czytelnik znajdzie
w innym miejscu (Wojtowicz 2002; a w wersji skroconej — Wojtowicz 2018). Istnieje
monograficzne ujecie problematyki zwigzanej z twierdzeniami Godla i ich filozoficzng
interpretacja (Krajewski 2003).
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m.in. filozofii umystu, jezyka, logiki, matematyki, szeroko rozumianej episte-
mologii etc. Najbardziej znane wyniki techniczne to tzw. pierwsze i drugie
twierdzenie Godla (méwiagc hastowo: twierdzenie o niezupelnosci arytmetyki
i twierdzenie o niedowodliwo$ci niesprzecznosci systemu formalnego wewnatrz
owego systemu)®. Bardzo wazny dla rozwoju logiki i podstaw matematyki
(a takze filozofii) okazat si¢ tez wynik Godla dowodzacy niesprzecznosci pew-
nika wyboru i hipotezy kontinuum z aksjomatami ZF (Zermela-Fraenkla)’.

Mniej znany jest fakt, iz Godel zywo interesowat si¢ filozofiag — zwlaszcza
filozofiag matematyki. Co wiecej, to wilasnie filozofia stata si¢ gtéwnym przed-
miotem jego zainteresowan od pewnego momentu jego zycia. Jednak przez diugi
czas jego prace filozoficzne nie byly szerzej znane. Za zycia Godla zostata
opublikowana stosunkowo niewielka liczba jego prac — pozostaly one
w formie rgkopisow. Recepcje dzieta Godla dodatkowo utrudniat fakt, ze Godel
postugiwatl si¢ notacja stenograficzng Gabelsbergera. Jednak obecnie badacze
maja do dyspozycji ogromny materiat badawczy w postaci Collected Works
(Godel 1986, 1990, 1995), ktére zawieraja niepublikowane wczesniej prace
Godla, wraz z czgsto wnikliwymi komentarzami specjalistow.

Nalezy podkresli¢, ze poglady Godla dotyczace natury matematyki
w naturalny sposob tacza si¢ z pogladami dotyczacymi roli i natury filozofii.
W szczegblnosci warto zwroci¢ uwage na bardzo wyrazng niechg¢ Godla wobec
stanowiska logicznego pozytywizmu i prezentowanej tam wizji matematyki
i filozofii. Godel wyraznie podkreslat znaczenie analiz metafizycznych, a za
zadanie filozofii i jej fundament uwazal glebokg analize pojgciowa, a nie jedynie
interpretowanie wynikow nauk szczegoétowych. Mowiac o analizie pojeé, nie
nalezy mysle¢ o definicyjnej redukcji czy analizie konwencji jezykowych — to
bowiem prowadzitoby ostatecznie do nieskonczonego regresu (lub tez do pojec
nieredukowalnych). Ma ona wi¢c mie¢ zupehie inny charakter niz eksplikacja
pojec¢ naukowych znana z nauk $cistych — i ma polegac na wyjasnianiu ich sensu
(Sinnkldrung) (Godel 1961, s. 382). Godel zywit nadzieje, ze dyskusja filozo-
ficzna uzyska z biegiem czasu poziom S$cistosci charakterystyczny dla matema-
tyki (Godel 1951, s. 322). Hao Wang przytacza nastepujaca opini¢ Godla:

Filozofia jako nauka $cista powinna przyczyni¢ si¢ do rozwoju fizyki w takim stopniu, jak
dzieto Newtona. Sadzg, ze jest mozliwe, iz taka teoria filozoficzna zostanie stworzona w ciagu
najblizszych 100 lat, lub wcze$niej (Wang 1996, s. 233).

4 Rezygnujemy tutaj z prezentacji szczegolow technicznych; oczywiscie twierdzenia te
opieraja si¢ na okreslonych technicznych zatozeniach i maja ograniczony zakres stosowalnosci (o
czym niekiedy zapominajg interpretatorzy, co prowadzi do nieporozumien i naduzy¢; por. np.
Krajewski 2003; Woéjtowicz 1996).

> Dopetnieniem wyniku Gédla jest wynik Paula Cohena, ktory udowodnit w 1963 roku
niesprzeczno$¢ negacji hipotezy kontinuum z aksjomatami ZFC (Zermela-Fraenkla z pewnikiem
wyboru). Okazato si¢ wigc, ze hipoteza kontinuum jest od ZFC niezalezna.
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Godel mial swiadomos¢, ze filozofia obecnie jest w stanie swoistego ,,nie-
dorozwinigcia” (Godel 1951, s. 311), zdawat tez sobie sprawe z tego, ze rowniez
jego wlasne rozwazania nie osiagnelty wystarczajacego poziomu jasnosci. Nie
mial tu oczywiscie na mysli tego, ze wszelkie rozwazania filozoficzne bedzie
mozna sformalizowac¢ i rozwigzywac zagadnienia filozoficzne niejako za pomo-
cg metod czysto technicznych. Scistos¢ analizy nie oznacza jej formalizacii.

Sadzimy, ze takie stanowisko moze by¢ atrakcyjne z punktu widzenia za-
réwno filozofii analitycznej (dla ktorej postulat klarownosci jest fundamentalny
— co czesto znajduje implementacje w postaci formalizacji dyskursu), jak i dla
innych nurtow filozoficznych. W szczegdlnosci uwazamy, ze na badania Ingar-
dena mozna patrze¢ jak na krok w kierunku realizacji postulatu ,,Scistosci nie-
formalnej”.

Zdaniem Godla we wspoélczesnej nauce i filozofii brak jest postepu
W prawdziwym rozumieniu: rezygnujemy z proby poznania natury rzeczywis-
tosci, ograniczajac si¢ do zbierania informacji (Godel 1961, s. 377). Jednak
owemu przyrostowi posiadanych przez nas informacji nie towarzyszy bynajm-
niej przyrost rozumienia. Widoczne jest to, zdaniem Godla, w nauce i filozofii
nowozytnej i stanowi poczatek konca nauki teoretycznej. Owg kondycje filozofii
po czgsci thumaczyt faktem, ze w filozofii dominujg przesady scjentystyczne.
Cickawa jest podana przez Gdodla klasyfikacja stanowisk filozoficznych
w zaleznosci od — hastowo méwigc — glebi analiz:

Chciatbym sprobowac opisa¢ — w filozoficznych terminach — rozwéj podstaw matematyki od
poczatku wieku i wpasowac ten opis w og6élny schemat mozliwych $wiatopogladow filozo-
ficznych. [...] Sadzg, ze najbardziej owocnym schematem klasyfikacji stanowisk §wiatopo-
gladowych jest ich podzial ze wzgledu na stopien podobienstwa lub odwrdcenia si¢ od
metafizyki (lub religii). W ten sposob natychmiast otrzymujemy podziat na dwie grupy: po
jednej stronie materializm, sceptycyzm, pozytywizm, po drugiej spirytualizm, idealizm
iteologia. Od razu widoczne s3 rowniez réznice stopnia w tym ciggu, mianowicie sceptycyzm
jest oddalony od teologii jeszcze bardziej niz materializm, podczas gdy z drugiej strony
idealizm, np. w swej panteistycznej postaci, jest oslabieniem teologii we wlasciwym rozumie-
niu tego stowa (Gddel 1961, s. 374).

Rozwd¢j filozofii nowozytnej przebiega — zdaniem Gddla — ,,od prawa na
lewo”: nastepuje oddalanie si¢ filozofii od zagadnien metafizycznych
i teologicznych. Filozofia matematyki za$ nalezy — niejako z racji swej natury
i przedmiotu badan — raczej do ,,strony prawej” (bardziej spekulatywne;j

% Dowody Gédla na istnieniec Boga mozna uzna¢ za probe tego typu precyzacji. Wang
wspomina tez o rozmowie Godla z Carnapem (13.09.1940), ktorej przedmiotem byta metafizyka,
w szczegblnosci utworzenie spojnej doktryny metafizycznej, opartej na pojeciach Boga i duszy
jako pierwotnych. Jak mozna si¢ domysle¢, zdaniem Carnapa teoria taka miataby charakter
mitologiczny. Jednak Godel sadzit, ze mogtaby by¢ nie mniej sensowna niz fizyka teoretyczna,
ktorej takze nie da si¢ wyrazi¢ w terminach czysto obserwacyjnych (Wang 1987, s. 217).
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i dotyczacej pojec abstrakcyjnych). Odméwienie matematyce posiadania obiek-
tywnej tresci wigze si¢ wigc z pewnymi szerszymi tendencjami w filozofii, co
zresztg podkreslat tez Ingarden. Sam Godel byl sympatykiem ,,strony prawe;j”,
miatl jednak §wiadomo$¢ tego, ze jego poglady nie przystaja do ,,ducha czasow”.
Badacze mys$li Ingardena z pewnoscig znajda w Godlu bratnig dusze. Ingarden
bowiem byt bardzo krytyczny w stosunku do empirystycznych, konwencjonalis-
tycznych, jak i formalistycznych pradéw w filozofii matematyki. Nastepujacy
cytat (jest to przypis do krotkiego i krytycznego omoéwienia formalizmu
w filozofii matematyki) jasno pokazuje nastawienie Ingardena do tego typu
pradow:

Wszystko to rozwijato si¢ z wielka dynamika po pierwszej wojnie $§wiatowej, gtownie
w Warszawie, a szto w parze z nigdy niespisang, sceptyczng, a zarazem wybitnie empirys-
tyczng teorig poznania, potaczong z radykalnym konwencjonalizmem. Nie miejsce to, by
wchodzi¢ w szczegoly. Byloby jednak interesujace odkry¢ kulisy tego calego pradu umysto-
wego w Polsce i w szerokim §wiecie, tkwigce wlasnie w empirystycznych tendencjach pry-
mitywnej w gruncie rzeczy psychofizjologicznej teorii poznania. Nieznajomo$¢ istotnych
rysOw poznawania spostrzezeniowego przy roéwnoczesnej nieumiejetnosci wyanalizowania
podstawowych struktur przezy¢ §wiadomych i ich poznawczych funkcji szta tu w parze
zrzadko spotykana bufonada rzekomej wielkiej ,,Scistosci” i naukowosci. To samo powtorzyto
si¢ z wyjatkowym podobienstwem wsrod tzw. ,,wiedenczykow”, a potem po 1934 r., gdy
gtéwni neopozytywisci przeniesli si¢ do USA, w krajach anglosaskich (Ingarden 1971,
s. 174-175).

Ingarden doszukiwat si¢ przyczyn tego stanu rzeczy miedzy innymi w tym,
ze filozofiag matematyki zajeli si¢ mistrzowie dedukcji, ktorzy jednak byli po-
zbawieni ,,wprawy w poszukiwaniu intuicyjnych podstaw twierdzen niewywied-
liwych z innych twierdzen” (Ingarden 1971, s. 175) oraz bez do$wiadczenia
filozoficznego, a w szczego6lnosci bez rozeznania w epistemologii. Z drugiej
za$ strony prady te byly — i tu widzimy wyrazne podobienstwo do opinii Godla
— konsekwencja fali sceptycyzmu filozoficznego, ktory przyszedt, zdaniem In-
gardena, wraz z upadkiem idealizmu niemieckiego. Sceptycyzm doprowadzit do
empiryzmu, a on za$ do konwencjonalizmu. Matematyka przez pewien czas
traktowana byla jako swoista ,,zabawa ze znaczkami” — wyrafinowana, ale po-
zbawiona realnej tresci. Nalezy doda¢, ze nurt formalistyczny byt kiedy$ stosun-
kowo silnie reprezentowany wsrod matematykow i filozoféw matematyki
(por. znakomite studium historyczne: Detlefsen 2005), obecnie jednak formalizm
w radykalnej postaci jest stanowiskiem rzadko spotykanym, a stanowiska anty-
realistyczne przyjmuja inne formy.

Godel byt zdeklarowanym reprezentantem realizmu matematycznego i jasno
twierdzit, iz matematyka ma charakter obiektywny i nie jest bynajmniej gra
konwencji. Ilustracja opozycji Godla wobec stanowiska logicznego pozytywiz-
mu jest jego polemika z konwencjonalistyczng koncepcja matematyki. Matema-
tyka nie jest skladnig jezyka nauki, jak chcieliby logiczni empirysci, ale opisem
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obiektywnie istniejacego matematycznego uniwersum (cho¢ opis ten jest niedo-
skonaly i niepelny). Jak pisze Godel:

[Nliezaleznie od tego, jak beda formulowane reguly syntaktyczne, moc i uzytecznos¢ powsta-
jacej w ten sposdb matematyki jest proporcjonalna do mocy intuicji matematycznej koniecznej
do udowodnienia dopuszczalnosci tych systemow. [...] jest jasne, ze intuicja matematyczna nie
moze zosta¢ zastgpiona przez konwencje, ale jedynie przez konwencje plus intuicj¢ matema-
tyczna (Godel 1953/1959, s. 358).

Tym, co umozliwia nam opisywanie niezaleznej od nas rzeczywistosci ma-
tematycznej, jest intuicja matematyczna, czyli swoista zdolno$¢ naszego umyshu
do ujmowania prawd matematycznych (czyli — metaforycznie moéwigc — do
»Zobaczenia” ich prawdziwosci):

Niezaleznie jednak od tego, ze obiekty teorii mnogosci sa tak odlegte od doswiadczenia
zmystowego, w jaki$§ sposob je postrzegamy, o czym $wiadczy fakt, ze aksjomaty narzucaja
si¢ nam jako prawdziwe. Nie widz¢ Zadnych racji, dla ktérych mieliby$Smy mie¢ mniejsze
zaufanie do tego rodzaju percepcji, to znaczy do intuicji matematycznej, niz do percepcji
zmystowej, ktora sktania nas do budowania teorii fizycznych i do oczekiwania, ze przyszle
dane zmystowe bgda z nimi zgodne, oraz do wiary w to, ze pytania, ktore sa teraz nierozstrzy-
galne, zostang by¢ moze rozstrzygnigte w przysztosci (Godel 1947/1964, s. 120-121).

Konwencje sa wiec w matematyce obecne, ale ich Zrodlem nie jest arbitralna
decyzja: swobodnie méwiac, oddaja one istote poje¢ i wyrazajg obiektywne
prawdy. Podobne intuicje miat Ingarden, gdy krytykujac konwencjonalistyczne
nurty w filozofii matematyki pisal: ,,[...] zadne fakty nie stuchaja, ze tak si¢
wyraze, dowolnych umoéw” (Ingarden 1971, s. 176).

Koncepcja filozoficzna Godla pozostaje w Scistym zwigzku z jego badaniami
technicznymi; czesto do swoich wynikéw wyraznie si¢ odwoltywat. Z drugiego
twierdzenia Godla wynika, ze niesprzeczno$¢ danego systemu formalnego 7 nie
jest formalnie dowodliwa w owym systemie (pomijamy subtelnosci techniczne),
dotyczy to takze niezaleznego od owego systemu 7 tzw. zdania Godla, ktore —
swobodnie to ujmujagc — mowi o sobie ,,ja nie mam dowodu”. Jednak jesteSmy
w stanie dostrzec jego prawdziwos$¢, co dla Godla $wiadczy o tym, ze potrafimy
odwota¢ si¢ do pozasystemowych prawd — i rozpozna¢ owe prawdy wiasnie jako
prawdy. To za$ mozliwe jest jedynie dzigki temu, Zze posiadamy zdolno$¢ do-
konania swoistego matematycznego wgladu (mathematical insight) (Godel 1951,
s. 309). Oczywiscie nie chodzi o zaden ,,szosty zmyst”, ktory pozwalatby na
kontakt z ,,matematycznymi zaswiatami”. Richard Tieszen komentuje zaréwno
samg koncepcje Godla, jak i utrzymane w tym poblazliwym stylu odczytania
owej koncepcji, twierdzac ze nie stanowi ona ,,nierozsadnego, guasi-mistycz-
nego przedsigwzigcia, jak starali si¢ to przedstawi¢ niektorzy komentatorzy”
(Tieszen 2000, s. 237).
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W jednym z artykutow Godel (1961) wyraza nadzieje, ze metoda, ktora
umozliwi systematyczng analiz¢ znaczenia poj¢¢ matematycznych, bedzie feno-
menologia. Godel zainteresowat si¢ filozofiag Husserla okoto roku 1959. Wang
pisze, ze Godel w czasie ich wspolnych rozméw zachecal go do studiowania
pism Husserla (Wang 1987, s. 120), zas redukcj¢ ejdetyczng uwazal za metode,
ktéra moze pomdc w jasniejszym postrzeganiu poje¢. Wang (1996, s. 256)
przytacza tez opini¢ Gdodla, iz: ,,Fenomenologiczne badania natury obiektow
matematycznych maja fundamentalne znaczenie dla podstaw matematyki’. Go-
del nie opracowal jednak pelnej koncepcji epistemologicznej, ograniczajac si¢ do
szeregu uwag, ktore nieraz nastreczajg trudnosci interpretacyjne. Wydaje sig, ze
systematyczny (nie historyczny) komentarz Ingardenowski do podanych wyzej
twierdzen Godla o intuicji méglby rzuci¢ nowe $wiatlo na jego stanowisko.
W dalszej czgsci artykutu przedstawimy Ingardenowska, tzn. wychodzaca od
aktu ideacji czystych jakoSci, interpretacje wgladu matematycznego.

Realizm matematyczny w stylu Godla jest zapewne blizszy do§wiadczeniu
matematykow, nalezy jednak pamigta¢ o nurcie dominujacym we wspotczes-
nych dyskusjach, ktory miesci si¢ w tradycji analitycznej, a ktorego osig jest
stanowisko filozoficzne Quine’a®. Quine wychodzi z pozycji naturalistycznych —
w szerokim sensie tego stowa. Jest czgsto okreslany takze jako naturalista me-
tafilozoficzny — odrzuca bowiem zdecydowanie postulat fundujacego charakteru
filozofii. Jego zdaniem, punktem wyjscia analiz filozoficznych winny by¢ wy-
niki naukowe i analizy metanaukowe. Quine jest radykalnym empirysta, a za
ostateczne kryterium ustalen naukowych (ale tez filozoficznych) uwaza zgod-
no$¢ z danymi doswiadczenia. Dotyczy to takze zagadnien ontologicznych.
W tym kontekscie moze nieco zaskakiwac fakt, iz Quine opowiadat si¢ za
stanowiskiem matematycznego realizmu. Jednak prowadzi do tego konsekwent-
ne stosowanie tzw. kwantyfikatorowego kryterium istnienia. Mimo swoistego
minimalizmu ontologicznego (i — jak pisze Quine — zamitowania do ,,krajobra-
zOW pustynnych”), Quine uznaje istnienie obiektéw matematycznych — tych,
ktore sg niezbedne w matematycznym instrumentarium obecnym w nauce. War-
to podkresli¢, ze analizy dotyczace statusu matematyki biorg swoj poczatek
w analizach dotyczacych roli matematyki w nauce. Matematyka nie jest wiec
traktowana jako przedsiewziecie intelektualne per se. Quine jasno stwierdza, ze

" Nie nalezy jednak sadzi¢, ze to studiowanie prac fenomenologicznych doprowadzito
Godla do realizmu matematycznego. Juz wczesniej Godel (1947/1964, 1951) uznawal
stanowisko platonistyczne za najbardziej wiarygodne i dtugo przed 1959 rokiem prowadzit
rozwazania dotyczace intuicji matematycznej. Jednak niezaleznie od szczegotow biograficznych
(ktorych nie uwazamy tutaj za kluczowe), nie ulega watpliwosci, ze Godel odkryt w pracach
Husserla bliskie mu idee. O watkach fenomenologicznych w mysli Godla szczegdétowo pisza
Dagfinn Follesdal (1995a, 1995b) i Richard Tieszen (1992, 1998).

8 Szczegotowe omoéwienie Czytelnik znajdzie w innych pracach, np. Wéjtowicz 2003,
a w skrotowej formie: Wojtowicz 2004.
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te fragmenty matematyki, ktore nie majg zadnych odniesien do nauk empirycz-
nych (ma tu na mysli pewne fragmenty teorii mnogosci, ale przyktady tego typu
mozna wskaza¢ takze w innych gaf¢ziach matematyki), majg status systemow
pozbawionych interpretacji i stanowig jedynie pewnego rodzaju intelektualna
igraszke. Natomiast Godel traktowat matematyke jako samoistng forme dziatal-
nosci poznawczej, za$ kwestie zastosowan w naukach empirycznych uwazat za
pozbawione glebszego znaczenia dla analiz dotyczacych istoty poznania mate-
matycznego (i ontologii matematyki). Istotne tez w koncepcji Quine’a jest to, ze
Quine uznaje tylko jeden sposdb istnienia: obiekty moga si¢ oczywiscie roznic
wlasno$ciami, ale nie sposobami istnienia. Pod tym wzglgdem ujecie Quine’a
silnie kontrastuje z bogata ontologia egzystencjalng Ingardena.

2. Poznanie matematyczne w uje¢ciu Ingardena

Moéwiac bardzo ogdlnie, z punktu widzenia Ingardena poznanie matematyczne
ma charakter realny, tresciowy — a nie konwencjonalny czy formalny. Jest to
bowiem poznanie pewnych jakosci idealnych. Matematyk w uje¢ciu Ingardena
stoi przed horyzontem mozliwych kombinacji statych i zmiennych
w zawarto$ciach idei matematycznych. Pierwotnymi aktami poznawczymi sg
akty ideacji, w ktorych podmiot moze uchwyci¢ jakosci idealne, a w aktach
nastgpczych — cale ich zespoty. Akty ideacji stawiajg przed podmiotem czyste
jakosci idealne wprost i bez zadnych zaposredniczen, dzigki temu, jesli juz
dojdzie do aktu ideacji, to wynik poznawczy jest pewny, cho¢ zawsze ograni-
czony do pewnego zespotu jakos$ci. Jakosci idealne konkretyzuja sig
w zawarto$ciach idei, tworzac ztozone zestawy mozliwych wspolwystepowan,
ktére nastepnie sg analizowane w tworczej 1 z istoty ejdetycznej pracy matema-
tycznej. Oczywiscie, matematyk nie ujrzy nigdy cato$ci $wiata idei, niemniej
jego poznanie moze by¢ trafne i prawomocne. W dalszej czeSci opiszemy za
Ingardenem proces poznania jako$ci idealnych, wskazujac na pewne punkty
wspolne w mysli Ingardena i Godla.

2.1. Ideacja czystych jakosci idealnych

Rozwazmy w duchu Ingardena (1971, s. 286-322) akt spostrzegania zottej me-
talowej szesciennej kostki wiszacej na suficie w pomieszczeniu oswietlonym
$wiattem dziennym’. Przygladajac si¢ tej kostce, widzimy kilka jakosci, w tym

° Ingarden analizowatl postrzeganie zielonego liscia, a nie z6ltej kostki — my potrzebowa-
liSmy co najmniej trojwymiarowego ksztattu (przyczyny tego niedtugo si¢ wyjasnig), dlatego
uzywamy jako przyktadu szesciennej kostki.
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jej zabarwienie, tj. z6lcien, nastgpnie jej ksztalt, ktory jest zalezny od pozycii,
jaka wzgledem kostki zajmujemy. W pewnym tez sensie widzimy, a moze raczej
domniemujemy, ze powierzchnia kostki jest szorstka lub gtadka. We wtornym
nastawieniu mozemy wyrdzni¢ nasycenie, jasno$¢ oraz odcien zotcieni tej kostki.
Wszystkie one stanowig z jednej strony jedno$¢, przygladamy si¢ bowiem jednej
kostce, w ktorej sg one jednostkowo skonkretyzowane, z drugiej za$ kierujac
odpowiednio nasza koncentracjg, mozemy odrywac kolejne jakos$ci owego za-
barwienia i bada¢ je juz dla nich samych. Zaré6wno ksztalt, jak i zabarwienie
kostki przystuguja tej oto kostce — jak moéwi Ingarden (1971, s. 287): ,.stoja
w formie przystugiwania”, ,,okreslaja” ja badz ,przypadajg” jej. Owa forma
przyshugiwania jest nieusuwalna z aktu widzenia, poniewaz widzimy t¢ oto z61-
cien jako przyshugujaca wlasnie tej oto zottej kostce: nie ma mozliwosci oddzie-
lenia tej formy od samej rzeczy. Ingarden zauwazyt jednak, Ze:

[...] moZzemy nawet wyrdznianiem naszym tak pokierowaé, iz koncentrujemy si¢ na samej
,.zieleni”, jej jakosci, jej nasyceniu i wreszcie na tym, jaka ona jest, nie potwierdzajac niejako
tego, ze oto tu teraz wystepuje co$ jednostkowego w naszym polu widzenia. Wowczas do-
cieramy do ,,czystej” jakos$ci, do czystej zieleni, a w szczego6lnosci do czystej ,,jakosci” tej
zieleni lub do jej czystego (w pewnym stopniu czy sposobie) nasycenia. Wtedy mamy naocznie
to, co Husserl nazywat ,,czysta species”, 1 spelniamy ten akt uchwytywania czy wyrdzniania,
ktory u Husserla w Badaniach logicznych nazywat si¢ ,,ideacja” (Ingarden 1971, s. 287).

Nastepnie Ingarden zwraca uwage na dwa rysy aktu ideacji. Po pierwsze, akt
ten jest naocznym obcowaniem z czystg species, po drugie jest on spetniany przy
réwnoczesnym spenianiu aktu widzenia wzrokowego: obcujemy z idealng z6t-
cienig tej kostki, poniewaz usilnie si¢ tej zolcieni przygladamy. Ideacja jest, jak
mawiat Husserl, ,,ugruntowana” w spostrzezeniu zmystowym (Ingarden 1971,
s. 288). Niemniej ideacja jest tez w waznym sensie niezalezna od aktu widzenia.
Przygladajac si¢ kostce, mozemy szczegodlnie zainteresowac si¢ jej zolcienia,
a tym samym straci¢ z oczu cale jej otoczenie. Owa zoblcien w akcie ideacji
staje si¢ ,,0sobliwoscig samg dla siebie”. Co wigcej, wiele z jej otoczenia moze
podlegaé zmianom, a ona pozostaje stata w naszym domniemaniu. Zotta kostka
mozemy obracac, niemniej jej zotcien pozostaje ta samg zotcienig, poniewaz jest
uchwycona, a zatem i obecna w akcie ideacji.

W ujeciu Ingardena nie ma znaczenia dla aktu ideacji zolcieni samej, czy
kostka, ktorej zotcien uchwytujemy, jest realng kostka wiszacg na suficie, czy
kostka tylko wyobrazong. Wspodlczesnie powiedzielibysmy, ze moze to by¢
takze kostka wirtualna, w ten lub inny sposéb przedstawiajgca si¢ podmiotowi:
moze to by¢ zotta kostka w grze komputerowej, dana za posrednictwem gogli do
wirtualnej rzeczywistosci, ktore pozwalajg na interaktywne ,,zanurzenie” w $wiat
wirtualny. Istotne jest to, czy wyobrazenie lub wirtualne przedstawienie jest
zywe 1 wyrazne. Wtedy bowiem mozna probowac dotrze¢ do czystej jakosci
idealnej, gdy zakorzenimy naoczno$¢ w odpowiednio wyodrebnionej i w sobie
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specyficznej jakosci. Bowiem owa wyobrazona zélcien musi posiadac jaki$
odcien, jakie$ nasycenie, aby stac si¢ podstawg efektywnej ideacji czystej zot-
cieni (Ingarden 1971, s. 289-290). Zjawisko to mozna poréwna¢ do zblizania
i oddalania ogladanego wlasnie zdjecia: bez odpowiedniego przyblizenia jakiej$
czgscei zdjecia, nie ma mozliwosci efektywnego wyrdznienia ryséw twarzy utr-
walonych na zdje¢ciu. Mozna powiedzie€, ze podobnie jest w poznaniu matema-
tycznym, bowiem tylko odpowiednio wyrazne zauwazenie danej jakosci lub
zestawu jakos$ci prowadzi do warto$ciowych rozpoznan'’.

Pomimo silnych powigzan prostego aktu spostrzegania, wyobrazenia czy
wirtualnego zanurzenia oraz aktu ideacji czystych jakosci, Ingarden (1971,
s. 289-291) wskazal na wiele rdéznic pomiedzy tymi aktami. Rdznice te sg istotne
dla poznania matematycznego, poniewaz poznanie matematycznych jakosci nie
jest prostym aktem widzenia (tak jak prostym aktem widzenia jest przygladanie
si¢ zoltej kostce). Zotta kostka zawsze jest widziana z perspektywy takiej lub
innej strony, w akcie ideacji za$ uchwytywana jako$¢ idealna nie ma zadnych
stron, jest jakby przezroczysta i dana cata naraz, jak twierdzi Ingarden. Aby
adekwatnie rozpozna¢ jakosci kostki, mozemy ja obejs$¢ i obejrze¢ z wielu stron;
jakosci idealnej za$ nie mozna oglada¢ z wielu stron, lecz jedyne, co mozna
zrobié¢, to ja wyostrza¢ i uzmiennia¢ (do czego wrécimy niedtugo). Kostka
w domniemaniu aktu spostrzezenia ma ukryte wnetrze, zotcien zas w akcie
ideacji nie ma zadnego wngtrza, nie sposob w niej wyrozni¢ glebokosci —
w niej nic nie jest zakryte. Akt prostego widzenia przedstawia rzecz w tym
lub innym $wietle: taka a nie inna jasno$¢ ekranu komputerowego Ilub jasnosc¢
wyswietlacza gogli powoduje, ze rzeczy na nich przedstawione wygladaja ina-
czej, czyste za$ jakosci idealne nie sg dane przy pomocy wygladéw; one sg dane
w calej swej istno$ci 1 bez zaposredniczen. Nie mogg tez by¢ dane tylko czes-
ciowo. Wyglady i okolicznos$ci towarzyszace aktowi ideacji wptywaja na to, czy
akt ideacji dojdzie do skutku, czy nie dojdzie, nie wptywajg za§ na samo roz-
poznanie jakosci idealnej (Ingarden 1971, s. 291). Stad:

Akt ideacji, skoro si¢ raz efektywnie dokonat, jest autonomiczny w swej sprawnosci naocz-
nego ukazywania danej w nim jakosci idealnej. [...] Akt uchwycenia czystej jakosci idealnej
jestwigce [...] autonomiczny, samowystarczalny i samoodpowiedzialny za to, iz w nim dana jest
wlasnie taka a nie inna jakos¢, ktora w catej swej pelni jest ukazywana (Ingarden 1971, s. 290—
291).

Naturalnym pytaniem jest: czy — i jak — jako$¢ idealna jest niezalezna od
aktu ideacji, w ktérym jest uchwytywana? Podmiot, ktory dokona aktu ideac;ji,
nabiera, jak stwierdza Ingarden (1971, s. 288), ,,niezachwianego przeswiadcze-
nia, iz «jest» cos takiego, jak ta wlasnie jako$¢”. Ingarden wyjasnia, ze to ,,jest”

10 metaforze przyblizania i oddalania w kontekécie wyjasnien matematycznych
w psychologii Gestalt piszemy w osobnej pracy (Skowron, Wojtowicz 2020).
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nie oznacza, ze ogladana zo6Ma kostka istnieje tu i teraz lub jako$¢ zotcieni jej
przystugujaca istnieje tu i teraz. Owo ,,jest” nie oznacza tez, Ze jest ona mozliwa,
to znaczy, ze mozliwe jest jej zaistnienie w §wiecie realnym. Akt ideacji odbywa
si¢ rownolegle do prostego aktu widzenia lub wyobrazenia, niemniej nie stwier-
dza on istnienia jako$ci idealnych, nie jest tym ,,zainteresowany”. Istnienie kost-
ki 1 jakosci jej przystugujacych nie jest ,,centralne” dla aktu ideacji: pozostawia
on sprawg¢ istnienia jakos$ci idealnych i ich otoczenia nierozstrzygnieta. To, co
jest istotne, wedle Ingardena, w uchwytywaniu jakosci idealnych, to, jak juz
wspominali$my, zywo$¢ i wyraznos¢ aktu widzenia lub wyobrazenia, czyli ak-
tow, na ktorych moze si¢ niejako zrodzi¢ akt ideacji, a nastepnie ukazanie w ich
tre$ci tej wlasnie jakosci idealnej. Niezaleznie od tego, sama jakos$¢ idealna nie
jest czeScig aktu ideacji, jest pewna catoscig, ktora jest w stosunku do niego
zewnetrzna (zob. Ingarden 1971, s. 291). Z pewnoscia nie jest tez, jak stwierdza
Ingarden, ani wrazeniem, ani subiektywnym sktadnikiem przezycia. Jakos$¢
idealna, jak na przyktad czysta zotcien, do ktorej dotart podmiot dzigki widzeniu
z6ttej kostki, nie jest tez czescig tej kostki.

Naoczne uchwycenie jakosci idealnej w akcie ideacji jest pewne i zupehe. Jest
tez prawdziwe przynajmniej w tym sensie, Ze nie potrzebuje swojego potwierdzenia
w aktach ideacji innych o0sob. Jest w tym sensie samowystarczalne (Ingarden 1971,
s. 292-293). Gdy wiec juz dojdzie do aktu ideacji, to jako$¢ okazuje si¢ w pehni.
Oczywiscie nie jest to tatwe zadanie poznawcze; akty ideacji mogg by¢ na rézne
sposoby zaktocane, a ich efektywne przeprowadzanie wymaga posiadania pewnych
umiejetnosci. Podmiot powinien wige ksztalci¢ w sobie umiejetno$¢ przeprowa-
dzania aktow ideacji (Ingarden 1971, s. 296) i poszerza¢ zesp6t jakosci idealnych,
ktérymi rozporzadza. Naturalne jest tez to, ze zasob jakosci idealnych, jakimi
rozporzadza dany podmiot, jest zawsze ograniczony. Wydaje si¢, ze akty ideacji
potwierdzaja zwykte codzienne do$wiadczenia 0sob uczacych sig¢: jedni z nas szyb-
ciej rozpoznajg jakosci matematyczne, inni wprawieni sg w ideacji jakosci dzwig-
kowych, jeszcze za$ inni — jakoSci wzrokowych. I jest oczywiste, ze kompetentny
matematyk posiada bez poréwnania wigksze zasoby jakosci idealnych i wigksze
umiejetnosci przeprowadzania aktow ideacii, niz laik.

2.2. Ideacja jakoSci matematycznych

Do tej pory rozwazaliSmy za Ingardenem jakos$ci pojawiajgce si¢ w aktach
spostrzezenia wzrokowego. Sa one zwigzane najczgsciej z barwnoscia przed-
miotow, ktora czgsto narzuca si¢ jako pierwsza, gdy spogladamy na jakis
przedmiot fizyczny. Zreszta jako$ci wzrokowe byly i sa darzone szczegdlnym
zainteresowaniem fenomenologéw. Jak jednak wyglada sprawa jako$ci czysto
matematycznych, takich jak ,,rownolegtos¢ prostych” lub sama ,,prosto$¢” linii
prostej w geometrii Euklidesa? Ingarden zastanawia si¢, czy tego typu jakosci
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idealne sg tak samo przejrzyste, jak jakosci typu zotcieni. Wszak przygladajac
si¢ szeSciennej kostce zauwazamy jej przestrzennos¢, ta za$ ma wymiary,
w szczego6lnosci glebokosé. Co wigcej, przestrzenna kostka sze$cienna ma
tez strony, stad moze i jako$¢ idealna szeScienno$ci powinna takie strony
posiada¢? Powstaje naturalna trudno$¢: czy jakosci czysto matematyczne sg
dane w catosci i naraz? Ingarden rozwigzuje t¢ trudno$¢ poprzez wskazanie na
akt ,,wyostrzania” jakos$ci idealnych. W aktach ideacji ,,wytuskujemy” jakosci
idealne z konkretnego materiatu naocznego (Ingarden 1971, s. 298)
i doprecyzowujemy uchwytywane jakos$ci tak, aby doj$¢ do jednoznacznie
wyznaczonej ich postaci. Intencja aktu ideacji niejako wykrawa z kontinuum
doswiadczanych jakosci doktadnie te, na ktore si¢ kieruje. Ingarden (1971,
s. 299) nazywa to ,,myslowym przej$ciem do granicy”. Jako przyktad podaje
wyodrebnienie pewnego odcienia zieleni w palecie barw, ktora jest bogata
w wiele odcieni zieleni: intencja aktu ideacji moze wiasnie wskaza¢ miejsce
tego kontinuum i na nim skupi¢ swoje zainteresowanie. W ten sposob, jak
wyjasnia Ingarden, intencja ,,wyostrza” zaré6wno swoje domniemanie, jak
i odpowiednie jakoSci idealne.

Wyréznienie jako$ci przestrzennych (a zarazem matematycznych) takich
jak prostos$¢ linii prostej] w geometrii euklidesowej wymaga specjalnego na-
stawienia. Mozna wskaza¢ przynajmniej dwa mozliwe nastawienia w akcie
ogladania zo6ttej kostki: raz widzimy szeScienng zblcien, a raz zotta szescien-
no$¢. Na tym drugim nastawieniu moze by¢ ufundowany akt ideacji swoiscie
matematycznej. Wyobrazmy sobie, ze kostka sze$cienna w jasnym pomie-
szczeniu zmienia swoje zabarwienie od szaroniebieskiego przez sinoniebieski
i fioletowy az do glgbokiej czerni. Wtedy w specjalnym akcie ideacji mozemy
ujac to, co state, czyli szesScienno$C tej kostki, a na tej podstawie moze si¢
dokona¢ akt ideacji sze$cienno$ci. Czysta szesciennos¢ staje si¢, jak powie-
dziatby Ingarden, ,,pobrzezem”, ,,granicg” zmieniajgcej si¢ barwnosci. Wtedy
nasze nastawienie wyrdznia strukturalnie wilasnie szeSciennos$¢, a nie barw-
nos¢, zas$ akt ideacji rozwaza t¢ szeSciennos¢ sama dla siebie, niezaleznie od
tego, czy sg one podmiotem jakichkolwiek cech, lub jak mowi Ingarden (1971,
s. 300), ,,w samej swej jakosciowosci”. Dzigki temu mozemy mowic
o jakosciach przestrzennych, mimo ze w jezyku potocznym moze to brzmie¢
nienaturalnie. Jest jednak jasne, ze ,jako$ci”, o ktorych traktuje Ingarden, sa
o wiele pojemniejsza kategorig niz kategoria ,,jako$ci” w jezyku potocznym.
Na ideacjach jakosci przestrzennych mozna, jak twierdzi Ingarden, budowaé
geometrie:

Totez czysto przestrzenne ,,jakosci” stanowia podstawe wszelkiej geometrycznej intuicji,
jakkolwiek trzeba dokonac jeszcze jednego kroku, Zeby na tej podstawie mozna byto uprawiaé
geometri¢ jako dyscypling matematyczng i to dedukcyjng. Mianowicie trzeba speti¢ pewna
intencje Scisle zwiazang z czysto intuicyjna naocznoscia danej jakosci przestrzennej, precy-
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zujaca ostro jej — ze tak si¢ wyraz¢ — ,,graniczno$¢”. Trzeba wigc powzia¢ domniemanie
idealizujace czy radykalizujace w pewnym duchu np. ,,prostos¢” linii euklidesowej, tak, ze
wowczas dopiero mamy wglad w t¢ szczegdlng ,,prostosc”, ktora jedynie w euklidesowym
typie przestrzeni moze wystgpowac (Ingarden 1971, s. 301).

Jednym z przyktadow jakosci przestrzennych, ktore opisuje Ingarden (1971,
s. 302), jest ,,ptaskos¢” ptaszczyzny euklidesowej. Dochodzimy, wedle niego, do
uchwycenia ,,ptasko$ci” poprzez wyobrazenie obracajacej si¢ prostej lezacej na
tej plaszczyznie — prostej obracajacej si¢ wokot jednego ze swych punktow.
Dotrzemy do ptaskosci, jesli owa obracajgca si¢ prosta nie wyjdzie poza t¢
ptaszczyzne w zadnym ze swych punktow. Radykalizujemy tym samym swoje
domniemanie, przyjmujac, ze prosta ta podczas obrotu w zadnym ze swych
punktéw nie opusci plaszczyzny: jest to graniczna i $cista ,,intuicja ejdetyczna”.

Naturalne staje si¢ pytanie, czy posiadamy akty ideacji geometrii nieeukli-
desowych. Ingarden (1971, s. 302) odpowiada, ze do geometrii nieeuklideso-
wych dochodzimy przez pomyslenie innego rodzaju ,,réwnoleglosci”, niemniej
sam nie rozstrzyga, czy moze to by¢ oparte na wgladzie ejdetycznym. Wydaje
si¢, ze dziedzina aktéw ideacji i jakoSci idealnych jest niezmiernie skompliko-
wana, juz szczeg6lnie dziedzina czystych jakosci matematycznych. Bez watpie-
nia nie mozna jej ufundowac¢ w prostych aktach widzenia, takich jak wpatrywa-
nie si¢ w z6lta kostke. Matematycy rozwazaja na co dzien jako$ci majace
charakter geometryczno-topologiczny, jak ciaglos$¢, spojnosc, zwartosc, gestose,
symetrycznos¢, oddzielalnos¢, dla ktérych mozna — przynajmniej w pewnym
stopniu — uzyska¢ fundujaca je naoczno$¢. Niemniej matematycy rozwazaja
tez pojecia, ktorym trudno przypisa¢ zrodla geometryczne: tacznos¢ dziatania
algebraicznego, abelowos¢ grupy, dowodliwos¢, prawdopodobienstwo, mierzal-
nos¢, i wiele innych, ktérych nie sposob sobie naocznie przedstawié. Nie sg to
tez jakoSci proste — sg to raczej bardzo ztozone zespoty jakosci, ktére konkre-
tyzuja si¢ w zawartosciach pewnych idei. Mozna wigc powiedzie¢, Ze analiza
zawartoS$ci tych idei, a tym wedle Ingardena zajmuje si¢ w zasadzie matematyk,
jest analiza ejdetyczng. Stad wszelkiego rodzaju nieklasyczne systemy, jak nie-
klasyczne logiki czy nieeuklidesowe geometrie, bada si¢ rowniez aktami ejde-
tycznymi, niemniej oderwanymi od ideacji prostych jakos$ci idealnych.

Zachodzi tutaj istotne podobienstwo pomiedzy tezg Godla, zgodnie z ktdrg
ogladanie przedmiotdéw matematycznych jest w jakims$ sensie podobne do ogla-
dania przedmiotow zmystéw, oraz opinig Ingardena i Husserla, ze dochodzimy
do czystych jakosci idealnych poprzez akty ideacji ufundowane na aktach wi-
dzenia lub wyobrazenia. Godel twierdzit, ze w jaki$ sposob postrzegamy row-
niez nienaoczne konstrukcje, takie jak konstrukcje teoriomnogosciowe, np. uni-
wersum konstruowalne. Nie jest to oczywiscie percepcja taka, jak percepcja
z6Mtej kostki, niemniej, jak zapewne powiedziatby Ingarden, jest to analiza za-
warto$ci idei, to znaczy idealnie skonkretyzowanych zespotow jakosci ideal-
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nych. Oczywiscie, z punktu widzenia empirystycznie nastawionych filozofow
matematyki (jak Quine czy neopozytywisci) mowienie o owych aktach pozna-
wczych czy o zawarto$ciach idei jest pozbawione podstaw: analizy ontologiczne
powinny by¢ prowadzone zupeinie inaczej. Z kolei z perspektywy filozofii
Ingardena, ,,pustynia” Quine’a jest w istocie ontologicznym pustkowiem — zu-
bozonym i zafalszowanym. Warto wspomnie¢ na marginesie, ze krytyczny sto-
sunek do pomystow Quine’a miat réwniez Saunders Mac Lane (1997, s. 151—
152), jeden z najwigkszych amerykanskich matematykow XX wieku, ktory zre-
szta byt cztonkiem nominujagcym Godla do Narodowego Medalu Nauki przy-
znawanego przez Narodowa Akademi¢ Nauk''. Mac Lane formutowat nieco
inne zarzuty: filozofowie matematyki, skupiajac swoja uwage tylko na logicz-
nych podstawach matematyki, zbyt oddalili si¢ od samej matematyki. W tym
momencie przychodzi na mysl fenomenologiczne motto: ,,z powrotem do rzeczy
samych!”

2.3. Wspélwystepowanie i zwigzki jakoS$ci idealnych

Miedzy jakosciami idealnymi zachodza zwiazki o charakterze przygodnym lub
koniecznym. Barwa niebieska jest przez niektérych synestetow dos§wiadczana
wraz z chtodem, inni odbierajg dzwigki w zabarwieniu: w ten sposob doswiad-
czaja nieoczywistych polaczen pomiedzy jakosciami roznych zmystow. Ingar-
den (1971, s. 306-309) bada tego typu zwiazki, wskazujac na réoznego rodzaju
relacje taczace i dzielace jakosci. Ton skrzypcowy o wysoko$ci a jest przez
niektérych odbierany jako czerwony, cho¢ nie jest przeciez w konieczny spo-
sob stopiony z czerwienig. Mozna tu raczej] mowi¢ o pewnego rodzaju ,,0sa-
dzeniu” koloru na utworze dzwigkowym. Tymczasem i fenomenologow,
i matematykow najbardziej interesujg zwiazki konieczne, poniewaz to wlasnie
one sg zrodlem owego ,,oporu”, o ktorym méwig zawodowi matematycy.
Jakosci idealne mogg si¢ bowiem ze sobg taczy¢ i wyklucza¢ w sposdb ko-
nieczny: te konieczne wspotwystepowania i wykluczania si¢ sg wlasciwym
przedmiotem ejdetycznego ogladu.

Ejdetyczny oglad wychodzi poza ideacje, ktora jest uchwytywaniem czys-
tych jakosci idealnych. Do petnego poznania ejdetycznego potrzebna jest jeszcze
co najmniej jedna wazna operacja poznawcza: operacja ,,uzmienniania”. Ingar-
den twierdzi, ze miesci si¢ ona jakby pomigdzy intuicjg i dedukcjg w rozumieniu
Kartezjusza. Nie jest dedukcja, ktorg Ingarden ujmuje jako operacje:

przechodzenia od jednej danej intuicyjnej do innej, czy tez od jednego intuicyjnie danego
zespotu jakosci do innego zespotu rowniez intuicyjnie uchwytywanego, przechodzenia przy

" Co wiecej, ze wzgledu na chorobe Gédla, Mac Lane w jego imieniu odebrat ten medal
18 wrzesnia 1975 r. z rak prezydenta Geralda Forda.
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tym, ktorego kierunek jest wyznaczony przez zawarto$¢ pierwszego zespolu i umozliwia przez
to tez intuicje zwigzku miedzy nimi (wlasnie ,,wynikania”) (Ingarden 1971, s. 310)'.

Nie jest tez prostym aktem ideacji (intuicja), poniewaz zawiera myslowy sktad-
nik: samo ogladanie czystej jakosci idealnej w ideacji nie wystarczy do prze-
prowadzenia uzmiennienia. Jednak gdy ideacja i uzmiennianie juz powiaza si¢ ze
sobg, to akt uzmienniania musi zosta¢ na nowo stwierdzony w intuicji ejdetycz-
nej, czyli, jak pisze Ingarden (1971, s. 310), w ,,widzeniu”.

W akcie ideacji jakosci idealnej dlugosci boku trojkata wynoszacej 5 cm
mozemy uzmienni¢ dlugos¢ boku i w ten sposodb otrzymamy trojkatnosé
0 ,,jakiejs” dhugosci bokéw. Majac dany zespdt jakosci, mozemy uzmienniac
pewne jakosci wystepujace w danym rodzaju i sprawdzaé, czy to w ogole jest
mozliwe oraz co si¢ wtedy wydarza z innymi jako$ciami wystepujacymi
w innych rodzajach. Czy pozostaja one niezmienne i zespolone
z wyjsciowymi jakos$ciami, czy moze w obregbie swojego rodzaju tez podlegaja
uzmiennieniu, a by¢ moze w ogoble si¢ nie pojawiaja, lecz zostajg zastgpione
jakosciami innych rodzajow? Mowigc stowami Ingardena:

Operacja ,,uzmienniania” polega na tym, iz wychodzac od pewnej jakosci idealnej, np. ,,jas-
nosci” barwy lub ,,wysokosci” tonu, staramy si¢ przej$¢ od jednej okreslonej jakosci pewnego
rodzaju, a wige np. od okreslonej wysokosci tonu, do innych jakos$ci tego samego rodzaju, i — ze
si¢ tak wyraz¢ — zastosowac je do danego zespolu jakoSciowego. Postepowanie takie jest
mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy jakos¢ j jest szczegdtowym przypadkiem pewnego rodzaju
jakosci J, ktory dopuszcza wiele innych przypadkow szczegdtowych. Korelatywnie: operacja
,uzmienniania” da si¢ dokona¢ wtedy i tylko wtedy, jezeli w danym zespole jako$ciowym,
w ktorym wystepuje m.in. jako$¢ j, da si¢ wypatrzy¢ przez szczeg6lnego rodzaju ,,abstrahu-
jaca” ideacj¢ rodzajowy moment J, tak iz szereg réznych jakosci j,, ju, j- ... mozna od razu
pojac jako ,,odmiang” (wariacj¢) rodzaju J, a nie jako seri¢ réznorodnych momentow, ktore nie
stanowig odmian czego$ tego samego (Ingarden 1971, s. 311).

Ten schemat mozna zastosowa¢ do analizy jako$ci matematycznych. Roz-
wazmy trojkatnos$¢ jako jakos$¢ oraz przeprowadzmy jej uzmiennienie: trojkat-
no$¢ o dowolnej dtugosci bokow. Chwila uwagi wystarczy, aby zauwazy¢, ze tak
uzmienniona trojkatnos¢ w petnej ogdlnosci nie jest mozliwa. Nie ma bowiem
trojkatow w geometrii euklidesowej o dowolnej dtugosci bokéw: z zestawu
odcinkéw o dlugosci 1 cm, 3 cm oraz 10 cm nie mozna zbudowac trojkata,
nie spelnia on bowiem nieréwnosci trojkata, w ktorej suma kazdych dwoch
bokéw musi by¢ réwna co najmniej dtugosci trzeciego. Uzmiennianie nie moze
by¢ wiec dowolne, nie jest to frywolny akt fantazji. Opiera si¢ on na wczesniej-

12 Warto zestawié ten opis dedukcji z definicja dedukcji obecna w pracach gléwnego nurtu
filozofii matematyki i logiki. Watek ten mogtby by¢ podstawa osobnej pracy, do ktorej
zachgcamy Czytelnika.
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szym do$wiadczeniu matematyka, ktory dysponuje juz jakim§ rozpoznaniem
struktury badanego przedmiotu. Jak méwi Ingarden:

Moze si¢ to np. dokona¢ na podstawie uzyskanego juz zrozumienia budowy uposazenia
danego przedmiotu i wykrycia, iz moment, ktory ma zosta¢ ,,ustalony”, odgrywa szczegdlnie
doniosta rolg¢ w tym uposazeniu (Ingarden 1971, s. 313).

Swoboda w decydowaniu o uzmiennianym momencie jest istotnie ograni-
czona mozliwoscig efektywnego przeprowadzenia owego uzmienniania. Przy-
padki nieudanego uzmienniania moga prowadzi¢ nawet do zniszczenia przed-
miotu, lub jak mawiat Husserl, ,,eksplozji” przedmiotu (Ingarden 1971, s. 313).
To za$ z pewnoscia nie prowadzi do poznania prawdziwego (cho¢ bez watpienia
tez co$ o przedmiocie mowi). Do podsumowania wykorzystajmy znow stowa
Ingardena:

[...] operacja uzmienniania jako$ci pewnego rodzaju nie moze by¢ zupelnie swobodna
i postugiwac si¢ jedynie wyobraznia, lecz musi powstawac¢ w granicach wyznaczonych przez
ustalenie pewnych konstytutywnych cech przedmiotu, ktorych konstytutywno$¢ winna by¢
wys$wietlona na podstawie analizy materiatu dostarczonego [...] (Ingarden 1971, s. 315-316).

W wypadku matematyki owo uzmiennianie przyjmuje wiele form i odmian.
Ingarden, pomimo tego, ze podawal raczej elementarne przyktady jakosci ma-
tematycznych, zdawat sobie w petni z tego sprawe. Procesy te sg jednak opisy-
wane w szczegotach przez zawodowych matematykow. W tym miejscu zwro-
cimy tylko uwagg na pewng typologi¢ uzmienniania, ktorg zaproponowal Mac
Lane. Nie odwotywat si¢ on wprawdzie do opisow fenomenologéw (filozofowie
matematyki rzadko to robig), niemniej, opierajac si¢ na swoim wiasnym do-
$wiadczeniu matematycznym, zaproponowat cickawe uzupetnienie i uszczegoto-
wienie rozwazan fenomenologicznych (cho¢ sam tak o swoich rozwazaniach nie
myslat). Ot6z Mac Lane (1986, s. 434-438) wyroznit uogodlnianie i abstrahowa-
nie. Uogolnianie moze nastgpowacé ,,przez przypadki”: tak dzieje si¢ np. wtedy,
gdy obserwacja trojkatow prostokatnych o okreslonych dlugosciach bokow, jak
np. 3, 4 oraz 5, prowadzi do twierdzenia Pitagorasa w ogélnosci: a*+b*=c”.
Wsrod bardziej zaawansowanego uogolniania przez przypadki Mac Lane wy-
mienia przyktad odkrycia reprezentacji skonczonych grup abelowych, jako pro-
duktéw grup cyklicznych (w wyniku analizy szeregu przyktadow w teorii liczb).
Oprécz uogdlniania przez przypadki, Mac Lane wyroznia uogolnianie ,,przez
kroki analogiczne” oraz uogdlnianie ,,przez modyfikacj¢”. W abstrahowaniu za$
wyroznia abstrahowanie ,,przez usuwanie” (resp. pomijanie), abstrahowanie
»przez analogi¢” oraz abstrahowanie ,,przez przesunigcie uwagi”. Kolejnym
przyktadem techniki powigzanej z uzmiennianiem niech bedzie analizowany
przez Zbigniewa Semadeniego (2007) mechanizm ,,zastgpowania obiektow ma-
tematycznych przez inne obiekty o tej samej nazwie”. Semadeni analizuje fakt
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zastapienia np. punktu przez ciag liczb lub wektor, zastgpienie sinusa kata
przez sinus jego miary, ktory nastepnie zostaje zastgpiony przez sinus liczby
rzeczywistej. Potrzeba wprawnego oka, jak twierdzi Semadeni, aby te roznice
zauwazyC. Ingarden zapewne powiedzialby, ze roéznice te zachodza na pozio-
mie radykalizacji w uchwytywaniu czystych jakosci idealnych i ich powigzan
oraz nastgpczo w réznicach w sposobie analizy zawarto$ci odpowiednich idei.
Godel wskazatby moze w tym miejscu przyktady, kiedy to konieczne jest
odwotywanie si¢ do coraz silniejszych systemow formalnych, aby méc roz-
strzyga¢ pojawiajace si¢ problemy matematyczne. I oczywiscie owe odwotania
nie mialyby charakteru czysto technicznego: uzasadnienie coraz silniejszych
aksjomatow (takich jak np. aksjomaty duzych liczb kardynalnych w teorii
mnogosci) odbywaloby si¢ w znacznym stopniu poprzez analizy pozaformalne,
zwigzane z probag ,,wniknigcia” w sens poje¢ matematycznych. Dzigki temu
coraz lepiej rozumiemy pojecia matematyczne — i coraz lepiej postrzegamy
matematyczng rzeczywistosc.

2.4. Analiza zawartoS$ci idei

Ingarden byt teoretykiem idei. W pierwszym tomie Sporu o istnienie swiata
(Ingarden 1960, s. 54) stwierdza w przypisie, ze wedle jego wiedzy to on jako
pierwszy zwrocil uwage na pewne skladniki budowy idei i dzigki temu uwolnit
teori¢ idei od zarzutow, ktore sformutowal Platon w Parmenidesie. Ingarden
przede wszystkim (1960, s. 51-56) wyr6znit w ideach dwie strony formalne
(w specyficznym, Ingardenowskim sensie ,,formy”, jako czego$ zupekie nieja-
kosciowego): z jednej strony idee sg pozaczasowe, niezmienne, ogoélne (niein-
dywidualne), idealne, posiadajace dwustronng budowe formalng itp., z drugiej
strony posiadajg pewng ,,zawartos¢”. To zawartos¢ sprawia, ze idee odnoszg si¢
do tych a nie innych przedmiotow; przedmioty tez za$ pod idee o odpowiednich
zawartosciach podpadajg. Zawarto$¢ idei, co warto podnies¢, ma szczegodlne
znaczenie ontologiczne, poniewaz:

Zawarto$¢ idei jest tym jedynym miejscem w catoksztalcie bytu, gdzie konkretyzuja si¢ czyste
mozliwosci, majace swe zrodto w jakosciach idealnych (Ingarden 1960, s. 55).

W zawartosciach idei Ingarden wyrdznia ,,stale” i ,,zmienne”, i to wlasnie
z tego wyrdznienia byl stusznie tak dumny. Ontologicznie rzecz ujmujac, stata
w zawartosci idei jest konkretyzacja idealng (poniewaz zachodzi w istnicjacej
w sposob idealny idei) pewnej okreslonej jakosci idealnej, a zmienng zawarto$ci
idei jest konkretyzacja ,,czystej mozliwosci konkretyzacji (lub realizacji)
w odpowiednim przedmiocie indywidualnym pewnej jakosci idealnej [...]” (In-
garden 1960, s. 54). W zawartosci idei grupy algebraicznej stalg jest np. tacznosé
dziatania, niemniej przemienno$¢ dziatania juz stalg nie jest, poniewaz istnieja
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grupy nieabelowe, ktdrych dziatania nie sg przemienne; stalg jest co najwyzej to,
ze dziatanie grupowe moze by¢ przemienne lub nieprzemienne. Gra statych
i zmiennych w zawartosci idei odbija si¢ w zwigzkach koniecznych, zachodza-
cych miedzy odpowiednimi jakosciami idealnymi. Ingarden (1960, s. 55) podaje
jako przyktad zwiazku koniecznego w zawartosci idei trojkata zalezno$¢ pomig-
dzy stalg zawartosci ,,trojkatnos¢” oraz stalg zawartosci ,,trojbocznos$é”. Istotne
jest to, ze konieczne stosunki zachodzace pomigdzy sktadnikami zawartosci idei
przenosza si¢ na konieczne stosunki pomigdzy sktadnikami przedmiotow indy-
widualnych (zarowno realnych, jak idealnych) podpadajacych pod te idee — stad
zagadnienie idei i ich roli w poznaniu jest wazne nie tylko dla nauk apriorycz-
nych, ale tez dla nauk przyrodniczych. Tutaj tez Ingarden, niejako mimochodem,
proponuje oryginalne i przekonujace rozwigzanie dyskutowanego w gldéwnym
nurcie filozofii matematyki problemu ,niepojetej skuteczno$ci matematyki
w naukach przyrodniczych” (Wigner 1961).

Swiat idei nie jest prosty. Idee roznia si¢ co do ogolnosci, Scistosci oraz —
rzecz jasna — co do zawartosci. Ogolnos¢ wyznacza pewien porzadek w §wiecie
idei: sg idee bardziej ogdlne i idee mniej ogolne. Scistos¢ idei zalezy od tego, jak
silnie powiazane sa ze soba odpowiednie sploty jakosci skonkretyzowane
w danej zawarto$ci; im wiecej spdjnosci i powiazan, tym idea $cislejsza.
W statych i zmiennych zawarto$ci idei Ingarden wyrdznia tez momenty formal-
ne, materialne i egzystencjalne, ktdre odzwierciedlaja trojjednie wszelkich jes-
testw w jego ontologii. Zawartosci idei sprawiajg tez, ze idee wchodza w pewne
zalezno$ci pomigdzy soba: watek ten nie jest jednak szczegdétowo opracowany
i wymaga, jak si¢c wydaje, podjecia'>.

Idee nie sg przedmiotami matematycznymi, ,.kwadratowo$¢” jest idea, kto-
rej zawarto$¢ bada matematyk po to, aby mie¢ rozpoznanie indywidualnych
kwadratoéw, ktore w przeciwienstwie do idei, nie sa przedmiotami ogélnymi.
Indywidualne i jednostkowe kwadraty nie zawieraja zmiennych w swoim upo-
sazeniu. Poznanie matematyczne zawiera w sobie zatem, oprdcz wczesniej
analizowanych momentéw, a w tym wykrywania zawarto$ci idei, takze do-
$wiadczanie indywidualnych przedmiotow matematycznych. W stalej zawar-
tosci idei ,.kwadratowo$¢” zauwazamy szczegolny ksztalt, ktory jest momen-
tem jakosciowym indywidualnych i jednostkowych kwadratow podpadajacych
pod t¢ idee. Ta stala ,,rozstrzyga” (Ingarden 1971, s. 323), ze istnieja tez inne
stale w zawartosci tej idei, np. czworoboczno$é, niemniej rozstrzyga tez
o mozliwym zakresie zmiennych materialnych w zawartosci tej idei — ilos¢
bokéw nie moze by¢ zmienng w idei ,.kwadratowos$¢”, lecz dlugos¢ bokow
moze. Innymi statymi w zawarto$ci tej idei jest na przyktad posiadanie dwoch
przekatnych lub to, ze przekatne przecinaja si¢ w potowach swych dlugosci.

'3 Proba analizy tego watku zostala podjeta w innej pracy (Skowron 2015).
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Wystepowanie tych stalych jest polaczone koniecznymi zwigzkami. Ingarden
sadzi, ze praca badaczy:

skierowuje si¢ przede wszystkim na ustalenie zwigzkdéw migdzy stalymi zawarto$ci pewnej
grupy idei, natomiast stosunkowo mato zainteresowania istnieje dla zwigzkéw i zaleznoSci
miedzy zmiennymi zawarto$ci wchodzacych w gre idei (Ingarden 1971, s. 324).

Nastawienie badaczy raczej na stale, niz na zmienne w zawartosciach mozna
w matematyce sprobowac odda¢ jako nastawienie na ,,przedmioty matematycz-
ne”, a nie na ,przeksztalcenia”. Gdyby uja¢ przedmioty matematyczne jako
idealne artefakty przeksztatcen, to wtedy mozna by powiedzie¢, ze matematycy
nakierowuja swojg uwage na zmienne zawartosci idei. W przypadku geometrii,
ktora szczegblnie upodobal sobie Ingarden, tego typu ujecie przeprowadzone
zostatlo w programie erlangenskim Felixa Kleina (1872 r.), gdzie, méwiac
W uproszczeniu, pierwotnym obiektem sa przeksztalcenia, a przedmioty powsta-
ja jako ich artefakty. Geometra w tym uj¢ciu bada niezmienniki grup przeksztal-
cen, a nie figury geometryczne. To nastawienie, rozciggnigte na calg matematy-
ke, a nie tylko geometrig, zaproponowali Samuel Eilenberg i Saunders Mac Lane
(1945) we wspolnym artykule General Theory of Natural Equivalences. Artykut
ten stanowi poczatek teorii kategorii, ktora istotnie wplyngta na postawy
i filozofi¢ matematyki w ostatnich dziesigcioleciach. Ingarden wprawdzie wspo-
mina o teorii kategorii marginalnie (Ingarden 1971, s. 325), niemniej bez wat-
pienia kategoryjne ujecie matematyki istotnie rewiduje jego przekonanie
o nastawieniu badaczy na state w zawarto$ciach idei. Watek ten jednak zastuguje
na osobne omowienie (zob. Skowron, manuskrypt).

Geometria dla Ingardena nie jest niczym innym, jak ,.analizg zawartosci
pewnej grupy idei” (Ingarden 1971, s. 324). To wynik analizy zawartosci idei
prowadzi do aksjomatow teorii matematycznych, a takze niektorych twierdzen
z tych aksjomatéw wynikajgcych. Oczywiscie matematyk dowodzac twierdze-
nia, a tym najczesciej sie zajmuje, nie jest ciggle skupiony na zawarto$ciach
odpowiednich idei, raczej jest tak, ze te analizy umozliwiajg prowadzenie do-
wodu w tej lub innej szacie formalnej. Ejdetyczna analiza zawartosci idei jest
specyficznym nastawieniem, ktore funduje i usensownia dowodzenie twierdzen,
jednak go nie zastepuje. Niezaleznie od tego, robota w nastawieniu ejdetycznym,
czyli nastawieniu na konieczne i pierwotne zwigzki migdzy jako$ciami idealny-
mi, nie jest chyba doceniana przez filozoféw matematyki i samych matematy-
kow. Jak stwierdza Ingarden:

[...] dzi$ na ogdt zatracono juz §wiadomos¢, w jak wielkiej mierze zdobycze matematyki
spoczywaja ostatecznie na ejdetycznych wgladach w pierwotne zwigzki migdzy jako$ciami
idealnymi i — jak wiadomo — modne jest zaprzeczanie roli i wadze ejdetycznego poznania
w ideacji pierwotnych jakos$ci idealnych. Cale poznanie matematyczne usiluje si¢ sprowadzi¢
do konwencjonalnie budowanych formalnych systemow dedukcyjnych przez rzekomo umow-
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ne ustalanie systemow aksjomatow i formalnie pojete i zmechanizowane operacje ,,deduko-
wania”, ktore maja zastapi¢ rzekomo zawodng ,,intuicj¢” (Ingarden 1971, s. 324; cytat do-
stosowano do wspotczesnych zasad pisowni).

Podobne bylo stanowisko Godla: celem badan matematycznych nie jest
bynajmniej tworzenie formalnych systeméw i dedukowanie z nich twierdzen,
ale badanie matematycznej rzeczywistosci. Oczywiscie stworzenie dowodu
formalnego jest nieodlagcznym fragmentem uprawiania matematyki — jednak
u podtoza aksjomatow i systemow formalnych lezy matematyczna rzeczywis-
tos¢. Pozytywistycznie nastawieni badacze, np. filozofujacy przyrodnicy, do-
prowadzili wedle Ingardena (1971, s. 326-327) do popularnego filozoficznego
przekonania, ze nie idzie o zadne poznanie aprioryczne, ktore jest w ich opinii
platonskim zabobonem, tylko o to, ze w poznaniu tworzymy ogolne pojgcia
przygladajac sie jednostkowym przypadkom. To, co wspdlne danym przypad-
kom, taczymy w jedno ,,pojecie ogdlne”, zawierajace wszystkie okreslone
przypadki w sobie, i w taki sposdb wyjasniamy poznawanie jako takie. Ingar-
den (1971, s. 327) zwraca uwagg, ze takie ujecie ,,zbierajace cechy wspolne”
(a w konsekwencji stanowiace ,.klasowe” ujecie przedmiotu) gubi wazng wilas-
ciwo$¢ poznania: gubi konieczne zwiazki, w ktorych ufundowana jest mate-
matyka, ale tez inne nauki. Matematyka (i og6lnie nauka) w tym ujeciu jest
bowiem wynikiem przypadkowego przebiegu doswiadczenia, a nie nieprzy-
padkowych zwigzkéw pomiedzy odpowiednimi jakosciami idealnymi.
W przypadku poznania matematycznego tego typu przekonanie ujawnia si¢
jako nadmierne zaufanie do formalizmu, ktory czasem wprawdzie prowadzi
do ciekawych wynikow, niemniej nie odkrywa fundujacych te wyniki pier-
wotnych zwigzkoéw 1 zalezno$ci. Przywotajmy jeszcze raz slowa Godla
(1953/1959, s. 358): ,,jest jasne, ze intuicja matematyczna nie moze zostac
zastapiona przez konwencje, ale jedynie przez konwencje plus intuicj¢ mate-
matyczng”. W przypadku nauk przyrodniczych takie nastawienie, jak mozemy
si¢ domyslaé, przejawialoby sie §lepym zaufaniem do pojedynczych ekspery-
mentéw 1 doswiadczen, bez zadnej chocby proby odnalezienia zwigzkow
i prawidlowosci wystepujacych pomiedzy wynikami doswiadczen. Mozna tutaj
odnalez¢ podobienstwo z uwagami Godla dotyczacymi braku postgpow
w prawdziwym rozumieniu i skupiania si¢ na gromadzeniu informacji, bez
prob glebszego wnikniecia w istote rzeczy.
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3. Podsumowanie

Godel podkreslat rolg 1 znaczenie intuicji matematycznej — prowadzacej do wgla-
doéw, dzigki ktorym docieramy do $wiata przedmiotéw matematyki. Wyrazat tez
nadzieje¢, ze metoda fenomenologiczna pozwoli na wyjasnienie natury poznania
matematycznego. Nie stworzyt jednak systemu. Natomiast Ingarden, rozwijajac
mysl Husserla oraz wykorzystujac swoja ontologie, zbadal t¢ intuicje i szczego-
towo ja opisat. Wyr6znit oglad czystych jakosci idealnych, analize zawartosci idei
oraz wazny dla matematyki mys$lowy proces uzmienniania. Wskazatl tez na ro6z-
nice i podobienstwa pomiedzy aktami ideacji a prostymi aktami widzenia, po-
twierdzajagc tym samym przekonanie Godla o podobienstwach zachodzacych
pomiedzy percepcja zmystowa a poznaniem matematycznym. Ingarden zaanga-
zowat wiele struktur ontologicznych do opisu procesu poznania matematycznego,
w szczegolnosci czyste jakosci idealne, ich zespoty, idee z ich zawarto$ciami oraz
same przedmioty matematyczne. Wylaniajacy si¢ z analiz Ingardenowskich obraz
matematyki jest daleki od ,,pustynnego krajobrazu” Quine’a. Trudno na pustyni
mierzy¢ si¢ z ,,oporem materii” — a to przeciez jest codzienne do$wiadczenie
zawodowych matematykow. Matematyka u Ingardena jest bogata, niewyczerpy-
walna, roztozystg i urodzajng siecig apriorycznych zalezno$ci, raczej zadrzewiong
0aza, niz pustynig. Matematyk mierzy si¢ z bogata réznorodnoscig rozciagajaca
si¢ nad horyzontem mozliwych kombinacji stalych i zmiennych w zawartosciach
idei. Zmaga si¢ z zawartoSciami idei, czesto si¢ potyka, niemniej czasem utrafia
w konieczne zaleznosci pomiedzy skonkretyzowanymi zespotami jakosci ideal-
nych. To nie konwencje, formalizmy czy nawet systemy dedukcyjne sprawiaja,
Ze ma si¢ poczucie obcowania ze stawiajacg opOr materia, zewngtrzng w stosunku
do $wiadomosci. Opor ten ma zrodto w apriorycznoscei 1 idealno$ci matematyki,
a to one zwykle prowadza do realizmu matematycznego. Niezaleznie od tego, czy
taka bogata perspektywa ontologiczna jest mozliwa do zaakceptowania, bez wat-
pienia analizy Ingardena rzucaja ciekawe $wiatto na wspotczesnie rozpatrywane
zagadnienia z zakresu filozofii matematyki.

W artykule rozwazalismy przede wszystkim struktur¢ poznania matematycz-
nego, wyrozniajac za Ingardenem akty ideacji i ogladu ejdetycznego. Uwazamy
przy tym, ze w mysli Ingardena mozna znalez¢ wiele waznych dla filozofii
matematyki ustalen, o ktorych nie wspomnielismy. Ingardenowskie analizy zna-
czenia, w tym znaczenia nazw i zdan przedstawione w jego O dziele literackim
w rozdz. V: ,,Warstwa tworéw znaczeniowych” (Ingarden 1988, s. 99-247) moga
rzuci¢ nowe $wiatto takze na zagadnienie znaczenia w matematyce. Ingardenow-
ska koncepcja przedmiotu czysto intencjonalnego w naturalny sposob moze by¢
wykorzystywana w ontologicznych analizach przedmiotow matematycznych
(zob. wazne prace: Blaszczyk 2005, 2009, 2010; zob. tez prace tam cytowane);
rzucitaby tez nowe $wiatlo na dyskutowane w filozofii matematyki stanowisko
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fikcjonalizmu'®. Problem prawdziwosci twierdzeh matematycznych oraz uprawo-
mocnienia tej prawdziwosci rowniez moglby zosta¢ poddany analizie z innej
perspektywy niz teoriomodelowa'”. Zagadnienie swoistej ontologizacji logiki,
ktorej dokonal Ingarden (zob. Skowron 2014, s. 320-340), mogloby mie¢ wazny
wktad do wspotczesnych dyskusji z zakresu filozofii logiki. Ingardenowskie
analizy idei oraz jakosci idealnych wnosza wiele nowych watkéw do klasycznego
zagadnienia platonizmu w matematyce (zob. Krol 2006, 2015; Semadeni 2012,
2018; Wojtowicz 2002, 2003). Dopracowania wymaga tez poszerzenie wynikow
analiz Ingardena, ktore w znacznym stopniu dotycza jako$ci geometrycznych,
a nie jako$ci matematycznych w ich ogdlnosci i zréznicowaniu. Wypracowane
przez Ingardena narzedzia ontologiczne (zaréwno ontologia egzystencjalna, ma-
terialna, jak i formalna) pozwalaja na przeprowadzenie szczegdtowych analiz,
ktore mogtyby wzbogaci¢ klasyczne dyskusje w filozofii matematyki —
w szczegolnosci zagadnienia zwigzane ze sposobem istnienia przedmiotu mate-
matycznego, jego forma, a takze jego uposazeniem jako$ciowym.

Bogata ontologia Ingardena umozliwia systematyczng analize chyba kazde-
go ontologicznego watku obecnego we wspotczesnych debatach. Podjecie
tej tematyki pozwolitoby wzbogaci¢ dyskusje toczone w glownym nurcie filo-
zofii matematyki, a jednocze$nie mogloby ozywi¢ badania nad spuscizng Ingar-
dena.
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The problem of the existence of mathematical entities is the subject of lively discussions.
Realists defend the independence and autonomy of mathematical objects, while anti-
realists point to their dependence and conventionality. The problem of the existence of
mathematical objects is also strongly linked to the problem of mathematical cognition: do
we recognize mathematical truths in special acts of intuition, as some realists claim, or do
we create mathematical knowledge only by building appropriate formal systems — as
some anti-realists imagine? In this article we present the K. Godel’s and W.V. Quine’s
realistic stances and comment on them from the perspective of Roman Ingarden’s
phenomenology. We point out the role that Godel attributed to his mathematical intuition,
and then we present the process of eidetic intuition in Ingarden’s perspective (indicating
Godel’s and Ingarden’s common points of view). We also argue that Ingarden’s rich
ontology could contribute in a significant way to the debates currently taking place in the
mainstream philosophy of mathematics.





