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Szeroko znane, czy wrecz popularne, pojecia Ajdukiewicza zakresu i tresci
nazwy zostaly w taki sposob wprowadzone w jego Logice pragmatycznej
(Ajdukiewicz 1975), iz, jak to si¢ okaze, jest rzecza zupelie naturalng scha-
rakteryzowac je przy uzyciu antymonotonicznego zwigzku Galois, zdefiniowa-
nego w sposob standardowy dla innych celéow przez Gantera 1 Willego (1999)
w oparciu o binarng relacj¢ zachodzaca migdzy obiektami a wilasno$ciami:
obiekt o jest w tej relacji z wlasnoscia w wtedy i tylko wtedy, gdy w jest
cecha o.

Najpierw poswigcimy uwage zwigzkom Galois w ogolnosci, nast¢pnie ich
standardowej postaci w szczego6lnosci. Z kolei przypominamy pojecia zakresu
i tre$ci nazwy wedtug Ajdukiewicza. Wreszcie prezentujemy ich charaktery-
styke przy uzyciu zwiazku Galois.

Preliminaria matematyczne

Zbior czesciowo uporzqdkowany to para (4,<,) ztozona ze zbioru A4 oraz binar-
nej relacji <4 okreslonej na A, zwrotnej, antysymetrycznej i przechodniej (zwa-
nej czesciowo porzqdkujgcg). Gdy A’ jest podzbiorem zbioru A (tzn. 4’cA),
symbolem (A4°,<,) oznacza si¢ zbidr czgsciowo uporzagdkowany, w ktorym
relacja czeSciowo porzadkujaca ma postac: <, N (4’ x A’). Element najwigk-
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szy w zbiorze czg¢éciowo uporzadkowanym (4,<,), to taki element a € A4, ze
dla kazdego x € 4, x <4 a. Jezeli istnieje, to doktadnie jeden. Z kolei element
a € A jest elementem minimalnym w (4,<,), gdy nie istnieje x € A4 taki, ze
x <,y aorazx # a.

Dowolna funkcja C: 4 — A taka, ze dla wszystkich x, y € 4, x <, C(x),
C(Cx)) £4 C(x), x <4y = C(x) <4 C(y), nazywana jest operacjg domknigcia
na zbiorze czgsciowo uporzadkowanym (4,<,). Dowolny punkt staly operacji
domknigcia C, a wigc taki element a € 4, ze a = C(a), nazywamy elementem
domknietym wzgledem C.

Mowimy, ze zbiory czesciowo uporzadkowane (4,<,), (B,<p) sa dualnie
izomorficzne, gdy istnieje funkcja f: A — B, bedaca bijekcja (tzn. dla dowol-
nego b € B istnieje a € 4 taki, ze b = fla) oraz rd6wnos¢ fla;) = fla,) implikuje
a; = a,, dla dowolnych a;, a, € A) oraz spetniajaca warunek: a; <, a, wtw
fay) < fla,). Taka funkcje f nazywamy dualnym izomorfizmem tych zbioréw
czgsciowo uporzadkowanych.

Dla dowolnych zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych (4,<,), (B,<p) para
funkcji f: A > B, g: B —> A spehiajacych dla dowolnych a € 4, b € B waru-
nek:

(Ge) b <3 fla) wtw a <, g(b),

jest nazywana zwigzkiem Galois. W miejsce warunku (Gc) mozna rownowaz-
nie poda¢ nastepujace:

a <, g(fla)),
b <p fig(D)),
a) <ya; = flay) <pflay), ay, ay € A,

by <p by = g(by) <, g(by), by, b, € B.

[y

Teori¢ (antymonotonicznych) zwigzkow Galois mozna znalez¢ np. w pracach:
Denecke, Erné, Wismath 2004; Domenach, Leclerc 2001; lub Ganter, Wille
1999.

Waznos¢ i szeroko$¢ zastosowan zwigzkéw Galois na terenie matematyki
wynika z nastepujacych konstatacji:

(1) dla danego zwiazku Galois (f, g), funkcje C: 4 —> A, C,: B — B okreslone
nastepujaco: Ci(a) = g(fla)), Co(b) = fig(bh)), sa operacjami domknigcia odpo-
wiednio na zbiorach cze$ciowo uporzadkowanych (4,<y), (B,<p),



www.czasopisma.pan.pl P@N www.journals.pan.pl
~

Zakres i tre$¢ nazwy wedhug Kazimierza Ajdukiewicza 317

(2) zbiér elementéw domknigtych wzgledem operacji C; jest tozsamy z prze-
ciwdziedzing funkcji g oraz zbior elementéw domknigtych wzgledem operacji
C, jest tozsamy z przeciwdziedzing funkcji /i {a € 4: a = Ci(a)} = g[B]
(= {g(b): b € B}) oraz {b € B: b = Cy(b)} = f]4],

(3) funkcja f obcicta do przeciwdziedziny g[B] funkcji g (czyli do zbioru
wszystkich elementow domknigtych wzgledem C,) jest dualnym izomorfi-
zmem zbiorow czgsciowo uporzadkowanych wszystkich elementow domknie-
tych wzgledem operacji C; oraz wszystkich elementéw domknigtych wzglgdem
Cy: (g[Bl, £4), (f4], <p); zatem f: g[B] — f[A4], jest bijekcja oraz dla dowol-
nych C;-domknietych elementéw a,, a, zachodzi: a; <4 a, wtw fla,) <z flay);
funkcja g obcigta do zbioru wszystkich elementéw C,-domknigtych jest izo-
morfizmem odwrotnym,

(4) dla dowolnego elementu a¢ domknigtego wzgledem C, fla) jest elementem
najwickszym w zbiorze czesciowo uporzadkowanym ({b € B: a = g(b)}, <p)
oraz {b € B: a=g(b)} = {b € B: fla) = C,(b)} (dla dowolnego a domknigtego
wzgledem C, zbidr {b € B: a = g(b)} jest klasg abstrakcji [f{a)]-p wzgledem
relacji rownowazno$ci =5 okreslonej na B nastepujaco: b, =5 b, wtw g(b)) =
g(by) wtw Cy(by) = Cy(b,)); podobnie, dla dowolnego elementu b domknigtego
wzgledem C,, g(b) jest elementem najwickszym w zbiorze czg¢§ciowo uporzad-
kowanym ({a € 4: b = fla)}, <y) oraz {a € A: b = fla)} = {a € A: g(b) =
Ci(a)} (dla dowolnego b domknietego wzgledem C,, zbior {a € A: b = fla)}
jest klasg abstrakcji [g(b)]-4 wzgledem relacji rtownowaznos$ci =4 okreslonej na
A nastepujaco: a; =4 a, wtw fla;) = flay) wtw Ci(a;) = Ci(a,)).

Na ogol, dla zastosowan, rozwaza si¢ standardowe zwiagzki Galois, a wigc
specjalnego typu, definiowane dla zbiorow czesciowo uporzadkowanych posta-
ci: (P(0),©), (P(W),c), gdzie O, W sa dowolnymi niepustymi zbiorami, P jest
operacja tworzenia zbioru potggowego (dla dowolnego zbioru X, P(X) jest
zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru X) oraz c jest relacja inkluzji. Oto
dowolna binarna relacja p okreslona na zbiorach O, W (tzn. p < O x W)
wyznacza standardowy zwigzek Galois fi P(O) — P(W), g: P(W) — P(O),
nastepujaco:

dla dowolnych O < O, w € W (w € {O) wtw dla kazdego o € O, 0 p w),
dla dowolnych W< W, o € O (0 € g(W) wtw dla kazdego w € W, 0 p w).
Mamy wtedy:

(Ge’) W < flO) wtw O < g(W),
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roOwnowaznie:

O c g(f0)),

W < flig(W)),

0, c 0, = 0, < A0)), O,, 0O, c O (antymonotonicznos¢ funkc;ji f),
W, c Wy, = g(W,) < g(W)), W, W, ¢ W (antymonotonicznos¢ funkcji g).
Latwo przepisa¢ wlasnosci (1)—(4) zwigzkéw Galois dla obecnie rozwazanego:

(17) dla zwiazku Galois (f, g) wyznaczonego przez relacje p, funkcje C;:
P(O) — P(O), Cy: P(W) — P(W), okreslone nastepujaco: C1(0O) = g(f{0)),
Cy(W) = flg(W)), sa operacjami domknig¢cia odpowiednio na zbiorach czg-
$ciowo uporzadkowanych (P(0O),c), (P(W),©),

(2°) zbior elementéw domknigtych wzgledem operacji C; jest tozsamy
z przeciwdziedzing funkcji g oraz zbiér elementow domknigtych wzgledem
operacji C, jest tozsamy z przeciwdziedzing funkcji £ {O < O: O = C,(0)}
= g[PW)] (= {g(W): W = W}) oraz {W = W: W = C,(W)} = fIP(O)],

(3°) funkcja f obcigta do przeciwdziedziny g[P(W)] funkcji g (czyli do
zbioru wszystkich elementéw domknigtych wzgledem C) jest dualnym
izomorfizmem zbiorow czg¢sciowo uporzadkowanych wszystkich ele-
mentéw domknietych wzgledem operacji C; oraz wszystkich elementow
domknietych wzgledem C,: (g[P(W)], <), (f{P(O)], <), zatem f: g[P(W)]
— fIP(O)], jest bijekcja oraz dla dowolnych C;-domknietych elementow
0, O, zachodzi: O; c O, wtw f{O,)  f{O,); funkcja g obcieta do zbioru
wszystkich elementéw C,-domknigtych jest izomorfizmem odwrotnym,

(4°) dla dowolnego elementu O domknietego wzgledem C;, f{O) jest ele-
mentem najwigkszym w zbiorze czg¢$ciowo uporzadkowanym ({W < W:
0 = g}, ©) oraz {W = W: O = g0} = (W < W: £0) = Cy(W)}
(dla dowolnego O domknietego wzgledem C, zbior {W < W: O = g(W)}
jest klasg abstrakcji [f{O)]=yy Wzgledem relacji réwnowaznos$ci =y okre-
$lonej na P(W) nastepujaco: W, =y W, wtw g(W)) = g(W,) wtw Co(W,) =
C,(W,)); podobnie, dla dowolnego elementu W domknigtego wzgledem C,,
g(W) jest elementem najwickszym w zbiorze czgsciowo uporzadkowanym
({10 € O: W =f0)}, ©) oraz {0 < O: W = l0)} = {O < O: g() =
C1(0)} (dla dowolnego W domknigtego wzgledem C,, zbior {O < O: W=
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flO)} jest klasa abstrakcji [g(W)]-o wzgledem relacji rownowaznosci =g
okreslonej na P(O) nastepujaco: O =g O, wtw f{O;) = 0,) wtw C;(0))
= C1(0y)).

Ponadto, spelnione s3 nastepujace warunki, ktorych w ogodlnosci, dla
dowolnych zwigzkow Galois, nie mozna sformutowac:

(5) dla dowolnej rodziny zbiorow © < P(O), u0) = N{f(O): O € O} oraz
dla dowolnej rodziny W < P(W), g(UW) = n{g(W): W € W}, odpowied-
nio réwnowaznie: dla kazdego O < O, [O) = N{f(0): 0 € O} oraz dla
kazdego W < W, g(W) = n{g(w): w € W} (piszemy flo), g(w) zamiast
fHo}), g({w}) ),

(6) dla dowolnych O < O, 0 € O: 0 € C,(0) wtw O) < f(0o), oraz dla
dowolnych W < W, w € W: w € Co(W) wtw g(W) < g(w).

Na przyktad, niech O bedzie klasg wszystkich struktur algebraiczno-rela-
cyjnych dla ustalonego jezyka kwantyfikatorowego pierwszego rzgdu, zas
W — zbiorem wszystkich zdan tego jezyka. Struktura o jest w relacji p ze
zdaniem w (tzn. o p w), gdy w jest prawdziwe w o (struktura o jest mode-
lem dla zdania w). Wowczas dla dowolnej klasy O struktur, f{O) jest zbiorem
wszystkich zdan prawdziwych w kazdej strukturze z O. Dla dowolnego zbioru
zdan W, g(W) jest klasa wszystkich modeli dla wszystkich zdan z . Dowol-
ny element domknigty wzgledem operacji C;, a wigc element postaci g(W),
gdzie W jest zbiorem zdan, jest tzw. klasa elementarng struktur (zamknieta
na elementarng rownowaznos¢ i ultraprodukty). Dowolny element domkniety
wzgledem C,, a wigc element postaci {O), gdzie O jest jaka$ klasg struktur,
jest teorig pierwszego rzedu. C, jest tu bowiem operacjg wynikania logicznego:
w € Co(W) wtw dla dowolnej struktury o, jezeli o jest modelem dla zbioru zdan
W, to o jest modelem dla zdania w. Wreszcie, rodzina wszystkich klas elemen-
tarnych struktur algebraiczno-relacyjnych dla ustalonego jezyka, uporzadko-
wana inkluzja, jest dualnie izomorficzna z rodzina (uporzadkowana inkluzja)
wszystkich teorii pierwszego rzedu wyrazonych w tym jezyku. W szczegdl-
nosci, funkcja f— dualny izomorfizm, przyporzadkowuje najwickszej klasie
elementarnej, a wigc klasie wszystkich struktur, najmniejszg teorig, tzn. zbior
tautologii pierwszego rzedu (wyrazonych w ustalonym jezyku). Tymczasem
najmniejszej elementarnej klasie struktur — klasie pustej, f przyporzadkowuje
najwicksza teorig: zbior wszystkich zdan tego jezyka.
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Pojecia zakresu i treSci nazwy

Z logicznego punktu widzenia zakres nazwy jest dla Ajdukiewicza pojeciem
bardziej podstawowym niz tres¢. Definiowany jest w oparciu o pierwotng rela-
cje prawdziwego orzekania:

Cytat 1: ,,Zakres jakiej$ nazwy — to [...] tyle, co zbidr [w sensie teoriomnogosciowym]
wszystkich jej desygnatow” (Ajdukiewicz 1975: 41). ,,Przedmioty oznaczone przez jakas
nazwe¢ zowig si¢ jej desygnatami”. ,MOwimy, Zze nazwa oznacza, przy pewnym swym zna-
czeniu, kazdy i tylko taki przedmiot, o ktorym mozna ja zgodnie z prawda orzec” (Ajdu-
kiewicz 1975: 40).

Rézne rodzaje treSci nazwy: petna, charakterystyczna oraz konstytutywna defi-
niowane sg w oparciu o zakres, mimo iz majg one 6w zakres charakteryzowac
(tzn. znajomos¢ tresci charakterystycznej przez uzytkownika nazwy ma mu
okresla¢ zakres tej nazwy):

Cytat 2: ,,...zbidr wszystkich cech przystugujacych wspolnie wszystkim desygnatom danej
nazwy przy pewnym jej znaczeniu nazywamy pefnq trescig tej nazwy przy tym jej zna-
czeniu. Kazda nazwa, ktora przy pewnym znaczeniu ma jaki$ doktadnie okre$lony zakres,
posiada tez przy tym znaczeniu dokladnie okreslong tre$¢ petng”. ,...tres¢ charakterystycz-
na nazwy N, przy pewnym jej znaczeniu, jest to jakikolwiek zbiér cech T taki, ze kazdy
desygnat nazwy N posiada kazda z cech zbioru T i tylko desygnaty nazwy N posiadaja
kazda z cech zbioru 7. Tre$¢ pelna jest tez trescig charakterystyczng, ale nie na odwroét;
innymi stowy, tre§¢ charakterystyczna moze, ale nie musi by¢ trescig petng” (Ajdukiewicz
1975: 50).

Cytat 3: ,, Tre$¢ charakterystyczna danej nazwy jest wtedy jej trescig konstytutywna, gdy
charakteryzuje zakres tej nazwy, przy czym, gdyby cho¢ jedna cechg z niej usunagé, prze-
stalaby ona ten zakres charakteryzowad [tzn. przestalaby by¢ trescig charakterystyczng tej
nazwy]” (Ajdukiewicz 1975: S1).

Jak wida¢, tres¢ konstytutywna danej nazwy jest elementem minimalnym
w rodzinie wszystkich tresci charakterystycznych tej nazwy, uporzadkowanej
inkluzja.

Zgodnie z kolejnym cytatem, istnieja tresci charakterystyczne danej nazwy
niebedace konstytutywnymi, a wigc tre$ci pleonastyczne. Dowolna tres¢ ple-
onastyczna danej nazwy zawiera w sobie pewna tre$¢ konstytutywna tej nazwy:

Cytat 4: ,,Tre$¢ charakterystyczna pewnej nazwy moze [...] by¢ pleonastyczna, tzn. moze
si¢ w niej zawiera¢ wiecej cech niz potrzeba dla scharakteryzowania zakresu tej nazwy”
(Ajdukiewicz 1975: 50). ,,Cechy zawarte w tresci pleonastycznej, charakteryzujacej pewien
zbiér przedmiotow, cechy, ktorych usunigcie prowadzi do tresci konstytutywnej dla tego
samego zbioru przedmiotéw, nazywaja si¢ cechami konsekutywnymi ze wzgledu na zbidr
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pozostatych cech w tej tresci zawartych, czyli cechami wynikajacymi z tamtych” (Ajdu-
kiewicz 1975: 51).

Najwazniejszy typ treSci nazwy to konotacja nazwy:

Cytat 5: ,,Tres¢ charakterystyczna 7, jaka nazwa N posiada przy znaczeniu Z, jest wigc
wtedy trescig jezykowa, czyli konotacjg tej nazwy (przy tym jej znaczeniu), gdy kazdy (kto
uzywa tej nazwy w tym wiasnie znaczeniu) poinformowany o tym, ze jaki$ przedmiot ma
wszystkie cechy w owej tresci T zawarte, musi niezaleznie od tego, co by wiedzial poza
tym, umie¢ trafnie rozstrzygnac, czy nazwg ta moze ten przedmiot zaopatrzy¢” (Ajdukie-
wicz 1975: 52).

Dla Ajdukiewicza wazne s3 rowniez zwigzki migdzy zakresem a trescig
nazwy:

Cytat 6: ,,WyjasniliSmy wyzej, co to jest tre$¢ pewnej nazwy, przy czym wyrdzniliSmy
rézne rodzaje tresci nazw. Wyrdznienie to jest konieczne, jesli si¢ chce unikna¢ zawiktan
i batamuctw, w jakie si¢ czgsto popada rozpatrujac tzw. zagadnienie zwiazku migdzy tre-
$cia 1 zakresem. W zagadnieniu tym chodzi o to, czy wzbogacenie tresci pociaga za soba
uszczuplenie zakresu, i na odwrot, oraz czy uszczuplenie tresci pociaga za soba rozszerzenie
zakresu. Zagadnienie to rozwigzywano rozmaicie, a przyczyng roéznicy pogladow w tej
sprawie byto mieszanie ze sobg tych roznych rodzajow tresci, ktore zostaly tu wyszczegol-
nione” (Ajdukiewicz 1975: 52).

Jak wida¢, pierwotnymi poj¢ciami w powyzszych definicjach sa przedmiot
(obiekt), cecha (wlasnosc¢) oraz przystugiwanie cechy przedmiotowi. Ajdukie-
wicz nie poswigca im uwagi. Sadzimy, ze przyjmuje on milczaco pewne mini-
malne zalozenia charakteryzujace te pojecia. Nie majac pewnosci, jakie sg to
zatozenia, sprecyzujemy obecnie kilka naturalnych minimalnych postulatow
dookreslajacych te pojecia, opartych na banalnym empirycznym ogladzie §wia-
ta fizykalnego.

Zatozenie 1. Mowiac ,,obiekt” (lub ,,przedmiot”) mamy na mysli konkret-
ng rzecz fizykalna, ten otowek, tego cztowieka itd. (jest to, jak si¢ nam
wydaje, ograniczenie prawdopodobnie nieakceptowalne przez Ajdukiewi-
cza, bowiem eliminujgce z rozwazan nazwy abstrakcyjne). W ten sposob,
wlasnos¢ jest tu rozumiana jako cecha, ktora moze przystugiwac rzeczy
fizykalnej, a nie innej cesze, obiektom matematycznym czy zjawiskom
psychicznym.

Zatozenie 2. Wsrdd wiasnosci przystugujacych przedmiotom wystepuja
cechy wykluczajace si¢, a wigc takie, ze nie istnieje obiekt, ktoremu by
przyshugiwaty.
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Zatozenie 3. Istnieja cechy przystugujace kazdemu obiektowi.

Zatozenie 4 (mocna zasada identycznos$ci Leibniza). Jezeli wszystkie cechy
jednego obiektu przystuguja drugiemu, to sa to identyczne obiekty.

Zatozenie 4 jest intuicyjnie uzasadnione w obecnosci zalozenia 1. Gdyby
nazwa ,,0biekt” odnosita si¢ rowniez do np. przedmiotdéw niezupelnych, zato-
zenie 4 byltoby fatszywe.

Kolejne, piate zalozenie jest by¢ moze zbyt silne, w kazdym razie wyma-
ga nieco uzasadnienia. Mimo iz definicja tre$ci nazwy oparta jest na pojeciu
zakresu nazwy, w praktyce poslugiwania si¢ nazwami to tre$¢ jest pierwotna
w stosunku do zakresu: dzigki tresci — cechom, ktore si¢ nan sktadaja, uzyt-
kownik nazwy jest w stanie okresli¢ jej desygnaty, a w konsekwencji zakres.
Jesli dysponuje¢ nazwa, ktorej tresci nie znam, np. nazwa ,,Adour”, nie ustalg
jej desygnatow. Takie ustalenie bedzie mozliwe dopiero wtedy, gdy nazwa
wskazuje na swojg tre$¢, np. ,,najdluzsza rzeka baskijskiego rejonu Francji”.
Sam Ajdukiewicz zwraca uwagg na t¢ zaleznos$¢ zakresu od tresci, méwiac
0 charakteryzowaniu zakresu przez tres¢ — por. cytaty 3, 4, 5.

Dysponowanie cechami przedmiotéw pozwala te przedmioty wyodrgbniac
sposrod innych. W pewnych przypadkach znajomos¢ cech pozwala na stwier-
dzenie, iz nie istnieje obiekt, ktory te cechy posiada. W innych przypadkach,
gdy po pierwsze, mamy pewno$¢ co do istnienia obiektu, ktéremu dane cechy
przystuguja, po drugie owych cech jest skonczenie wiele, mozna wprowadzié¢
do jezyka jedng nazwg abstrakcyjng pojedynczej wlasnosci, ktorej przystugi-
wanie jest tozsame z przyshugiwaniem wszystkich tamtych cech. Np. przystu-
giwanie cech czworobocznosci, rownobocznosci, rownokgtnosci jest tozsame
z przyshugiwaniem jednej cechy: kwadratowosci. By¢ moze wymodg skonczo-
no$ci wyjsciowego zbioru cech jest zbyt ostrozny. Dysponowanie taka nazwa
abstrakcyjng (jednej wlasno$ci) prowadzi bezposrednio do urobienia nazwy
konkretnej, np. ,,przedmiot kwadratowy”, ktorej zakres jest okreslony przez
tres¢ ztozong z owych cech lub przez inng tres¢ — t¢ zlozona z owej jednej
wlasnosci. W jeszcze innych wypadkach jest tak, ze dla ustalonego skonczone-
go zbioru wlasnosci nie istnieje nazwa abstrakcyjna pojedynczej cechy, ktorej
przyshugiwanie byloby tozsame z przystugiwaniem wilasnosci z tego zbioru.
Mimo to mozna utworzy¢ nazwe konkretng zlozona (utworzong odpowied-
nio z nazw abstrakcyjnych owych wiasnosci) denotujaca te i tylko te obiekty,
ktoérym przystuguja wszystkie wlasnosci z owego zbioru, a wiec ktorej zakres
jest wyznaczony przez tre$¢ bedaca tym zbiorem. Powyzej podany przyktad
nazwy: ,najdtuzsza rzeka baskijskiego rejonu Francji”, ma ten charakter.
Ponizsze zatozenie by¢ moze wymaga ograniczenia do skonczonych zbiorow
cech. By¢ moze jednak jest tak (nie umiemy rozstrzygna¢ takiej zawitej metafi-
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zycznej kwestii), ze dla dowolnego zbioru cech W istnieje taki skonczony zbidr
cech W’ (niekoniecznie podzbior W), ze dla dowolnego przedmiotu, wszystkie
cechy z W przystuguja temu przedmiotowi zawsze i tylko wtedy, gdy przystu-
guja mu wszystkie cechy z .

Zalozenie 5. Dowolny zbior cech taki, ze istnieje obiekt, ktoremu one przy-
shuguja, jest trescig charakterystyczng pewnej nazwy.

Formalizacja

Idac tropem Gantera i Willego (1999), niech O bedzie klasg wszystkich obiek-
tow indywidualnych, fizykalnych, za§ W — klasa wszystkich wtasno$ci, ktore
moga przystugiwac obiektom z klasy O. Dla dowolnych o € O oraz w € W:
o p w wtw obiekt o posiada wlasnos¢ w (wlasno$¢ w przystuguje obiektowi
o — por. Ganter, Wille 1999: 17). Relacja p wyznacza zwigzek Galois (f,g)
postaci: dla dowolnego zbioru obiektow O, f{O) jest zbiorem wszystkich tych
i tylko tych wlasnosci, ktore przystugujg kazdemu obiektowi ze zbioru O. Tym-
czasem, dla dowolnego zbioru wilasnosci W, g(W) jest zbiorem wszystkich tych
i tylko tych obiektow, ktorym przyshugujg wszystkie cechy z W. Widaé teraz
wyrazniej rol¢ zalozenia 1. Bez niego mogliby nie istnie¢ dla jakiej$ wlasnosci
w zbidr g(w) tych i tylko tych obiektéw, ktorym ta wlasnos$¢ przystuguje, tzn.
nie istnialby zwigzek Galois wyznaczony przez taka relacj¢ p. Na przyktad
gdyby uznawac tu za obiekty nie tylko fizykalne rzeczy jednostkowe, ale row-
niez zbiory teoriomnogosciowe, to wowczas, gdy w jest wlasnoscig nienale-
zenia do samego siebie, a wiec przystuguje obiektowi (zbiorowi) o doktadnie
wtedy, gdy o ¢ o, to wlasnie zbior g(w) (={o: 0 ¢ 0}), z dobrze znanych
powodow, nie istniatby. Z cala pewno$cig rozwazanie cech przystugujacych
abstrakcyjnym obiektom moze by¢ antynomialne i w konsekwencji nie gwa-
rantowac istnienia powyzszego zwigzku Galois. Prawde powiedziawszy, nie
mamy automatycznie gwarancji istnienia takiego zwigzku, gdy w powyzsza
relacje p wchodza wylacznie obiekty jednostkowe fizykalne. Intuicyjnie tak
si¢ tylko wydaje, ze oto dla dowolnego zbioru wlasnosci W istnieje zawsze
zbidr (tzn. jego istnienie nie prowadzi do absurdu; moze to by¢ zbior pusty)
tych i tylko tych obiektéw fizykalnych jednostkowych, ktorym kazda wtasnosé¢
z W przyshuguje. Jesli jednak nie jest to prawda, to zalozenie 1 nalezatoby
sformulowac inaczej — tak, aby wyrazato po prostu istnienic owego zwigz-
ku Galois. Wtasciwie, dzigki wtasnosci (5) zwiazkow Galois (dla dowolnego
zbioru wilasnosci W, g(W) = Nn{g(w): w € W}) wystarcza ograniczy¢ si¢ do
takich obiektow i ich witasnos$ci, dla ktérych prawdziwy jest pewnik Cantora:
dla dowolnej wlasnos$ci (powiedzmy w) istnieje zbior (tutaj: g(w)) tych i tylko



www.czasopisma.pan.pl P@N www.journals.pan.pl
~

324 Marek Nowak

tych obiektow, ktorym wlasnos$¢ ta przystuguje. By¢ moze wigc nalezatoby
zatozenie 1 w ten sposob sformutowac.

Zatozenia 2, 3, 4 mozna teraz zapisa¢ odpowiednio w postaci:

(7) istnieje W < W taki, ze g(W) = &, co wraz z antymonotoniczno$cig
funkcji g implikuje: g(W) = &,

(8) fAO) # I, lub rownowaznie, g(w) = O, dla pewnej wlasnosci w € W,

(9) dla dowolnych oy, 0, € O, flo;) < fl0;) = 0,= 0,
(tutaj dla dowolnego o € O, flo), wilasciwie: f({o}), jest zbiorem wszyst-
kich tych i tylko tych wtasnosci, ktore przystuguja obiektowi o).

Zwykla zasada identycznosci Leibniza ma w tej notacji postac: flo) = f0,) =
01 = 0,. Zauwazmy, ze (9) jest rownowazne koniunkcji tejze zasady oraz naste-
pujacej implikacji: flo,) < flo,) = flo,) = flo,), dla dowolnych o,, 0, € O.
Z kolei, ta implikacja jest rownowazna nastepujacej: flo;) # flon) =
=(flo)) < flop)) oraz —(f{o,) < flo1). W ten sposdb, uznajgc (9), tzn. zato-
zenie 4, tym samym zaktadamy zasad¢ Leibniza oraz zdanie: jezeli dwa
obiekty roznia si¢ cechami, to kazdy z nich ma taka ceche, ktorej drugi nie
posiada.

Ustalmy nazwe N oraz jej zakres Oy zawarty w O. Zgodnie z procedurg
Ajdukiewicza definiowania tresci, zbidr Oy uwazamy za pierwotnie dany, czy
wyrozniony w stosunku do treSci nazwy N. Definiowalno$¢ zakresu poprzez
tre$¢ rozwazymy pozniej. Na podstawie cytatu 2 otrzymujemy nastgpujace
definicje:

zbidr cech f(Oy) nazywamy trescig petng nazwy N,

moéwimy, ze zbior whasnosci W < W jest trescig charakterystyczng danej
nazwy N, gdy dla dowolnego obiektu o € O, o jest desygnatem nazwy N
(nalezy do zakresu Op) wtw obiekt o posiada kazda ceche z W (a wigc
o nalezy do zbioru g(W)).

Powyzsza definicje, na mocy teoriomnogosciowego aksjomatu identycznosci
(mowigcego, iz zbiory sg identyczne, o ile maja te same elementy), mozna
skroci¢ do sformutowania:

dowolny zbidr wlasnosci W jest tresciq charakterystyczng nazwy N, gdy

Oy=g(Mm).
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Ponadto, rodzina Wy= {W < W: Oy= g(W)} wszystkich tresci charakterystycz-
nych nazwy N, jest taka, ze tre$¢ petna: f{Oy), do niej nalezy (por. cytat 2).
Mamy wiec, Oy = 2(f{Ox)) = C1(Oy) (por. (1°)). Zatem:

(10) zakres nazwy jest zbiorem obiektow C;-domknigtym,

co jest oczywiscie roOwnowazne niepustosci rodziny wszystkich tresci
charakterystycznych tej nazwy (na mocy (2’)). Z kolei, zgodnie z (4°) otrzy-
mujemy:

(11) tres¢ pelna nazwy N jest najwigksza trescig charakterystyczng tej
nazwy

oraz

(12) Wy= {W < W: 0y) = C(W)},
w szczegolnosci, AOy) = Co(f(Oy)), tzn.

(13) tre$¢ pelna nazwy N jest zbiorem wlasnosci domknietym ze wzgledu
na C,.

Zauwazmy, ze rodzina Wy jest zamknigta na sume teoriomnogos$ciowy, tzn.
(14) dla dowolnego & # W < Wy : VW € Wy.

Bowiem, na mocy (5) mamy: g(UW) =N{g(W): W e W} =0y, gdy D =W Wy,
bo wtedy dla kazdego W e W, g(W) = Oy.

Na mocy (14): Uy € Wy, zatem UWy jest najwickszym elementem
w rodzinie Wy; stad 1 z (11) mamy wigc:

Zgodnie z cytatem 3, w rodzinie Wy istniejg elementy minimalne — tresci
konstytutywne nazwy N. Wedlug (12) s3 to elementy minimalne w zbiorze:
{W < W: [Oy) = Cy(W)}. Kazda wlasnos¢ w € Co(W) — W (= Oy) — W),
gdzie W jest dowolna treScig charakterystyczna nazwy N, w szczegdlnosci
treScig konstytutywna, czyli kazda wilasnos¢ przyshugujaca wszystkim desy-
gnatom nazwy N, a nienalezgca do danej tresci charakterystycznej (w szcze-
golnosci konstytutywnej) tej nazwy, jest cechg konsekutywna ze wzgledu na
te tre$¢ charakterystyczng (cytat 4). Wynikanie cech konsekutywnych z danego
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zbioru cech (cytat 4, por. rowniez (6)) jest wigc reprezentowane w postaci ope-
racji domknigcia C,. Nalezy pamietac o relatywizacji konsekutywnosci wzgleg-
dem danej tresci charakterystycznej. Dysponujac na przyktad dwiema rozny-
mi, a nawet roztgcznymi tresciami konstytutywnymi W, W’ tej samej nazwy,
mozna prawdziwie powiedzie¢, ze dla dowolnej cechy w € W’ zachodzi:
w € Cy(W) — W, tzn. kazda cecha z W’, mimo ze nalezy do pewnej tresci
konstytutywnej, jest cechg konsekutywna ze wzgledu na inng tre$s¢ konstytu-
tywna, tutaj: W. Jest tak dlatego, iz g(W) < g(w) (por. (6)), tzn. kazdy obiekt
posiadajacy wszystkie cechy z tresci konstytutywnej W (a wiec desygnat
nazwy o tej tresci) posiada rowniez ceche w, skoro jest ona cechg nalezaca do
tresci konstytutywnej (co prawda innej) tej samej nazwy. Np. kwadratowosé
e Cy({czworobocznosé, rownobocznos¢, rownokgtnosc¢}) — {czworobocznosé,
rownobocznosé, rownokqgtnos¢}. Warto rowniez wspomnie¢, ze dowolna cecha
przystugujaca wszystkim obiektom — por. (8) oraz zatozenie 3 — jest konseku-
tywna ze wzgledu na jakikolwiek zbior cech, do ktérego ona sama nie nalezy.
Bowiem dla takiej cechy w mamy oczywiscie: g(w) = O, zatem dla dowolnego
W< W: g(W) < g(w), tzn. w € Cy(W) (por. (6)).

Scharakteryzowali$my, zgodnie z tekstem Ajdukiewicza, zbior Wy wszyst-
kich tresci charakterystycznych danej nazwy N. Tymczasem, zaczynajac od
jej tresci pelnej, flOy), bedacej, na mocy (13), zbiorem C,-domknigtym,
mozna by analogicznie opisywa¢ rodzing Oy = {O < O: fOy) = O)} =
{0 < O: Oy = Ci(0)} (por. (4’) oraz (10)) wszystkich zbioréw obiektow
charakteryzowanych ta sama trescig petng nazwy N, co dla Ajdukiewicza nie
jest interesujace.

Z kolei zatozenie 5 wymusza nowe istotne konsekwencje. Biorac pod
uwage definicj¢ treSci charakterystycznej nazwy, zatozenie to mozna sprecy-
zowaé nastepujaco:

(16) dla dowolnego W < W (g(W) # & = istnieje nazwa N taka, ze
Oy = g(W)).

Poniewaz ponadto istniejg nazwy N (mianowicie puste) takie, ze Oy = I, wiec
w konsekwencji, (16) skutkuje teza:

(17) dla dowolnego W < W istnieje nazwa N taka, ze Oy = g(W).

Z kolei (17) na mocy (2’) oznacza, ze kazdy C;-domknigty zbior obiektow jest
zakresem pewnej nazwy. To za$ wraz z (10) prowadzi do konkluz;ji:

(18) dla dowolnego zbioru obiektow O: O jest domkniety wzgledem ope-
racji C; wtw O jest zakresem pewnej nazwy.
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W takim razie, dla dowolnego zbioru obiektow O, zbidr Ci(O) jest najmniej-
szym sposrod zakresOw nazw zawierajacych O (korzystamy tu z ogdlnego
faktu dotyczacego operacji domkniecia C, iz dla dowolnego zbioru X, zbior
C(X) jest najmniejszym, wzgledem inkluzji, sposréd wszystkich C-domknie-
tych zbiorow zawierajacych X). W szczegolnosci, C(J) = &. Ponadto, biorac
pod uwage (6) oraz (9), otrzymujemy:

(19) dla dowolnego obiektu o € O, C,({o}) = {0},
zatem dowolny zbior ztozony z jednego obiektu jest zakresem pewnej nazwy.
Inng konsekwencjg (17) jest:

(20) dowolny zbior wiasnosci domkniety ze wzgledu na operacjge C, jest
trescig pelng pewnej nazwy.

Bowiem, gdy W jest C,-domkniety, to na mocy (17) oraz (1’), dla pewnej
nazwy N otrzymujemy: Oy ) = flg(W)) = Co(W) = W.

Tezy (20) i (13) bezposrednio prowadza do konkluzji:

(21) dla dowolnego zbioru wtasnosci W: W jest domkniety wzgledem ope-
racji C, wtw W jest trescia pelng pewnej nazwy.

W koncu, biorac pod uwage (18) oraz (21), na mocy (3°) stwierdzamy:

(22) funkcja f przyporzadkowujaca kazdemu zakresowi nazwy jej tres¢ petna
jest dualnym izomorfizmem przeksztatcajagcym rodzing wszystkich zakresow
nazw na rodzing wszystkich tre$ci pelnych nazw; funkcja g obcieta do rodziny
wszystkich tresci pelnych nazw jest izomorfizmem odwrotnym.

Zatem w szczegolno$ci, dla dowolnych nazw N, N’ zachodzi:
(23) Oy < Oy wtw flOy) < A(Ow),

tzn. zakres jednej nazwy zawiera si¢ w zakresie drugiej wtedy i tylko wtedy,
gdy tres¢ pelna drugiej nazwy zawiera si¢ w tresci petnej nazwy pierwsze;j. Jest
jasne, ze zastgpienie w tym twierdzeniu wyrazenia ,.tre$¢ petna” wyrazeniem
»tres¢ charakterystyczna” daje zdanie fatlszywe (por. cytat 6). Bowiem w ogol-
nos$ci, nie zachodzi implikacja: Oy < Oy = W’ < W, gdzie Oy = g(W) oraz
Oy = g(W’) (tzn. W, W’ sa jakimi$ tre§ciami charakterystycznymi odpowied-
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nio nazw N, N’). Aby si¢ o tym przekona¢, wystarczy rozwazy¢ jedng nazwe:
N = N’ oraz dwie jej rozlaczne tresci konstytutywne (np. nazwe ,,przedmiot
kwadratowy” oraz W = {czworoboczno$¢, rownobocznos¢, rownokatnosc},
W’ = {kwadratowosc}). Tymczasem oczywiscie odwrotna implikacja:

(24) W’ W = Oy < Oy (jesli jakas tres¢ charakterystyczna jednej nazwy
zawiera si¢ w jakiej$ treSci charakterystycznej drugiej nazwy, to zakres
drugiej nazwy jest podzbiorem zakresu pierwszej nazwy),

jest prawdziwa — jest to warunek antymonotoniczno$ci funkcji g.
Zauwazmy jeszcze, ze na mocy (2°) oraz (20) otrzymujemy:

(25) dla dowolnego zbioru obiektow O, f{O) jest trescig peing pewnej
nazwy.

Jest to dualny odpowiednik warunku (17), implikowany w konsekwencji przez
(17), ktéry to warunek jest z kolei implikowany przez zatozenie 5. Naturalnie,
w (25) chodzi o t¢ nazwe, ktorej zakres ma posta¢ g(f(O)) (bo g jest odwrot-
nym dualnym izomorfizmem — por. (22)), tzn. ma postaé: C;(O), por. (1°),
czyli jest najmniejszym ze wszystkich zakresow nazw zawierajacych wszystkie
obiekty ze zbioru O. Zatem (25) mozna sformutowaé¢ w formie analogicznej
do zalozenia 5:

(26) dowolny zbior obiektow jest zakresem charakterystycznym pewnej
nazwy,

gdzie przez ,,zakres charakterystyczny” nazwy N rozumiemy dowolny zbior
obiektéw O taki, ze Oy = C1(O) (lub réwnowaznie: f{Oy) = f{O) — por. uwage
nastepujaca bezposrednio przed formalizacjg zatozenia 5; zakres danej nazwy
byltby tu pefnym zakresem charakterystycznym).

Ponadto, f jest funkcjg antymonotoniczng: dla dowolnych zbioréw obiek-
tow O, O

(27) 0 c 0= fl0’) c f0),

zatem jezeli jeden zbior obiektow jest podzbiorem drugiego, to tres¢ petna
nazwy, ktorej zakresem charakterystycznym jest drugi zbior, jest podzbiorem
tre$ci pelnej tej nazwy, ktorej zakresem charakterystycznym jest pierwszy
zbior.
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Streszczenie

Szeroko znane, czy wrecz popularne, pojecia Ajdukiewicza zakresu i tresci
nazwy zostaly w taki sposob zdefiniowane w Logice pragmatycznej, iz jest rze-
cza zupehie naturalng scharakteryzowaé je przy uzyciu antymonotonicznego
zwigzku Galois, okreslonego w sposéb standardowy dla innych celow przez
Gantera i Willego w Formal Concept Analysis (1999), w oparciu o binarng
relacje p zachodzaca migdzy obiektami a wlasnos$ciami: obiekt o jest w relacji
p z whasnosciag w (o p w) wtedy i tylko wtedy, gdy w jest cecha 0. Ow zwia-
zek Galois jest parg (f,g) dwoch funkcji, £ P(O) — P(W), przeksztalcajacej
rodzing wszystkich podzbioréw zbioru O wszystkich obiektow indywidualnych
fizykalnych w rodzing wszystkich podzbiorow zbioru W wszystkich wtasnosci,
ktore moga przystugiwaé obiektom z klasy O, oraz funkcji g: P(W) — P(O),
zdefiniowanych nastepujaco: dla dowolnych zbioru obiektow O < O oraz
wlasnosci w € W, w € f{O) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego o € O,
o p w; flO) jest zatem zbiorem wszystkich tych i tylko tych wiasno$ci, ktére
przyshuguja kazdemu obiektowi ze zbioru O; dla dowolnych zbioru wtasnosci
W < W oraz obiektu 0 € O, 0 € g(W) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
w e W, o pw; g(W) jest zatem zbiorem wszystkich tych i tylko tych obiektow,
ktorym przystuguja wszystkie cechy z W. Najpierw po§wigcamy uwage zwigz-
kom Galois w og6lnosci, nastepnie ich standardowej postaci w szczegolnosci.
Z kolei przypominamy pojecia zakresu i tresci nazwy wedlug Ajdukiewicza.
Wreszcie prezentujemy ich charakterystyke przy uzyciu zwigzku Galois.
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