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11 powodow, dlaczego logika intuicjonistyczna
nie jest (tak) pickna

Slowa kluczowe: logika intuicjonistyczna, logika klasyczna, prawo logiki, wartos¢
logiczna, prawda, konstruktywizm

»Logika intuicjonistyczna nie jest tak swojska, wygodna, prosta i pigkna, jak
nasza logika” napisat W.V.O. Quine w Philosophy of Logic!. Piszac ,nasza”,
miat oczywiScie na mysli klasyczny rachunek logiczny. Nasza logikg stawial za
wzor jasnosci, elegancji i sprawno$ci. Ponadto przypisywal jej takie atrybuty, jak:
powszechno$¢ stosowania, wysoki stopiefi oczywistosci prawd, brak specyficznego
przedmiotu.

Celem niniejszego tekstu jest wydobycie tych cech logiki intuicjonistyczne;j,
z powodu ktorych nie jest ona uwazana (przez Quine’a i nie tylko) za pigkna,
wygodna, prosta i swojska. Mowiac bardziej precyzyjnie: chodzi o ukazanie wias-
nosci tej logiki, ktére roznig ja od standardéw, jakie wyznacza logika klasyczna.
Wlasnosci te jawia si¢ zarébwno na poziomie czysto formalnym (syntaktycznym),
jak i w warstwie interpretacji (semantyki), a takze w sferze filozoficznej. Wystarczy
dokona¢ takiej analizy w odniesieniu do logiki zdaf, poniewaz intuicjonistyczny
rachunek kwantyfikatoréw otrzymuje sig, dodajac do intuicjonistycznego rachun-
ku zdan te same aksjomaty i reguly (lub tylko reguly) dla kwantyfikatoréw, jakie
wystepuja w klasycznym rachunku kwantyfikatoréw.

L. Klopoty z aksjomatyzacja

Aksjomatyzacja klasycznego rachunku logicznego jest powszechnie uwazana za
wielkie osiagniecie logikow z przetomu XIX i XX w. (G. Frege 1879, B. Russell
i AN. Whitehead 1910-1913). W latach 20. ubieglego stulecia podano juz rézne

1 Quine 1977: 129.
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bazy aksjomatyczne tego rachunku i prébowano je poréwnywaé, stosujac takie
kryteria, jak: wzajemna niezalezno§¢ aksjomat6w, ich liczba, diugosé, organicz-
no$¢, liczba réznych symboli wystgpujacych w aksjomatach itp.

Tymczasem tworca intuicjonizmu Luitzen E.J. Brouwer konsekwentnie utrzy-
mywatl sceptyczng postawg w odniesieniu nie tylko do aksjomatyzacji, ale jakiej-
kolwiek formalizacji intuicjonistycznej logiki i matematyki. Postawa ta wynikala
z gloszonej przez niego tezy, ze nie da sig skodyfikowaé wszystkich poprawnych
schematow mySlowych. Logika posiadajaca statyczny charakter nie jest w stanie
uja¢ dynamicznej i nigdy niezamknigtej dziedziny, jaka jest mySlowa aktywnos¢
cztowieka?. Brouwer ograniczy! si¢ do nieformalnych rozwazan na temat poza-
danej natury dowodu i znaczenia stalych logicznych.

Uczen Brouwera, Arend Heyting, nie chcac pozostawia¢ logiki intuicjonistycz-
nej poza krggiem logiki formalnej, dokonal jej formalizacji w postaci systemu
aksjomatycznego’. Z tej tez racji uchodzi on za wlasciwego tworce intuicjoni-
zmu. Aksjomatyzacja Heytinga byla pierwsza* prezentacjg intuicjonizmu w je-
zyku zrozumialym dla ogélu logikéw i matematykéw, pozbawionym niejasnych
i wieloznacznych stwierdzefi Brouwera. Data ona mozliwo$¢ poréwnania logiki
klasycznej i logiki intuicjonistycznej’.

Heyting mial $wiadomo$¢ trudnosci wynikajacych z formalizacji, kiedy
pisal:

[...] o Zadnym systemie formalnym nie mozna dowies¢, iz adekwatnie przedstawia teorig intui-
cjonistyczng. Interpretacja symboli nigdy nie jest w pelni jednoznaczna, nigdy tez nie mozna
dowie§¢ z matematyczng §cisloscia, Ze system aksjomatéw faktycznie obejmuje kazdg ogdlnie
wazng metodg dowodub.

Ostatecznie przystal na to, ze system aksjomatyczny poprawnie kodyfikuje
zasady logiczne stosowane w matematyce intuicjonistycznej w obecnym czasie’.

Heyting przyjal nastgpujace formuly jako aksjomaty intuicjonistycznego
rachunku zdan:

Al p-opap

A2 pAq—=qAp

A3 (po @ >(pArT—>qAT)

2 Placek 1999: 54-59.

3 Heyting 1930: 42-56.

4 Wezesniej A.N. Kolmogorow (1925) i W.I. Gliwienko (1928) podali formalizacje fragmentéw
intuicjonistycznego rachunku zdaf.

5 Byla gestem w kierunku poprawy wzajemnego zrozumienia mi¢dzy intuicjonista a logikiem
klasycznym. Henkin 1974: 77.

6 Heyting 1966: 102.

7 Brouwer odniost si¢ zdecydowanie negatywnie do podijgtej przez Heytinga proby kodyfikaci
dopuszczanych przez intuicjonistow sposobow wnioskowania, nie uwazajac jej za probe ortodoksyjng
dla intuicjonizmu.
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Ad poPar(@on-o(-or)

A5 q->(p—-q)

A6 pAa(p—9 —q

Al p->pvyq

A8 pvq—-qvp

A9 pon)a(@-o>r1r)->(pvg-or)

A0 -p->(p—>9q)

All (po> g9 A(p——q) — —p

oraz standardowe reguly inferencji (podstawiania i odrywania).

Latwo zauwazy¢, ze osobliwoscig powyzszej aksjomatyki jest duza liczba wza-
jemnie niezaleznych aksjomatéw. Heyting dowiddt tej niezaleznodci metoda cechy
dziedzicznej. Aksjomatyki rownowazne z tg podang przez Heytinga opracowali
m.in. S. Jaskowski (1936), M. Wajsberg (1937), A. Tarski (1938), J. Lukasiewicz
(1941).

II. Separowalno$¢ funktoréw

Duza liczba aksjomatéw, niezaleznych od siebie, jest konsekwencja tego, ze
podstawowe funktory w logice intuicjonistycznej, w przeciwieristwie do wzajem-
nie definiowalnych funktoréw logiki klasycznej, sa separowalne. Twierdzenie
o separowalnosci, znane jako twierdzenie Wajsberga-McKinsey’a, mozna sfor-
muiowaé nast¢pujaco: zaden z funktordw intuicjonistycznej logiki zdan: —, A,
v, —, nie jest na gruncie tej logiki definiowalny za pomoca pozostalych funk-
torow. Wszystkie state logiczne wystgpujagce w aksjomatyce musza byé zatem
terminami pierwotnymi.

III. ‘Wyrwa’ w prawach logiki

Skoro funktory intuicjonistycznego rachunku zdan sg separowalne, to tezami
nie beda formuly stwierdzajace rownowazno$¢ wyrazen typu: pvq i (p—q)—q,
Pvq i =p—q, pvq i ~(=pA—q), p—q i =pvq, p—q i ~(pA—q), PAq i ~(-pv—Q).
W przeciwnym bowiem razie mozna by zdefiniowaé alternatywe za pomoca impli-
kacji lub negacji i implikacji, lub negacji i koniunkgji, za§ implikacjg za pomoca
negacji i alternatywy lub negacji i koniunkcji, a koniunkcj¢ za pomoca negacji
i alternatywy. Takie definicje s3 czym$ naturalnym dla klasycznego rachunku
zdaniowego. Wystarczy tu przyjaé dwa spoS§réd wymienionych funktoréw, aby
wprowadzi¢ pozostale.

Tezami intuicjonistycznej logiki nie sa implikacje:

(p>q9-dqd->pvq

8 Udowodnili je niezaleznie od siebie Wajsberg 1938: 45-101 oraz McKinsey 1939: 155-158.
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P-o>a->-pvg

(-p—=>q->pvg

~(pAr—q) > (-9

~(-pA—q)>pVvq

=(=pv—q) >pArq

Inne, wazne z klasycznego punktu widzenia, prawa odrzucane przez intui-
cjonistow to:

——p =P silne prawo podwdjnej negacji
pVv-—p prawo wylaczonego §rodka
(q-o>-p-o@pP-9 silne prawo transpozycji
-(pAq)—>—-pVv—q prawo de Morgana
P—>9v(@-op) paradoks materialnej implikacji

IV. Nieskoiiczona matryca adekwatna

Matrycowa charakterystyka klasycznego rachunku zdan nie sprawia zadnych prob-
leméw. Poniewaz funktory tego rachunku s3 prawdziwosciowe, warto$¢ logiczna
zdan zbudowanych za pomoca tych funktoréw jest jednoznacznie wyznaczona
przez wartosci logiczne jego argumentéw. Matryca adekwatng jest oczywiscie
matryca dwuwartosciowa.

Heyting zbudowal intuicjonistyczny rachunek zdan metoda aksjomatyczng,
dedukujac twierdzenia z przyjetych aksjomatéw. Przy koficu jednak dzieta Die
formalen Regeln der intuitionistischen Logik uzyl matryc tréjwartosciowych, aby
wykazad, ze silna zasada podwojnej negacji oraz zasada wylgczonego Srodka nie
dadza si¢ w tym systemie dowieS¢. Sg one nastgpujace:

>l o0 2] S Al 0 2 v]t o 2
|1 0 2|0 111 0 2 11 1 1
o]l1 1 1|1 0of0 0 0 0ol1 o 2
211 0 1|0 212 0 2 21 2 2

Warto$¢ 1 przystuguje zdaniom prawdziwym, 0 — zdaniom falszywym, 2 — zda-
niom, ktdre nie sa fatszywe, ale ktorych prawdziwosci nie udowodniono; wartoscia
wyrdzniong jest 1. Matryce Heytinga zawierajag w sobie wypadki ustalone przez
matryce logiki dwuwarto$ciowej, czyli dla kombinacji 11, 10, 01 i 00 matryce te
sq identyczne. Poniewaz funktory sg niedefiniowalne, zachodzi potrzeba podania
tabelek dla nich wszystkich.

Okazalo sig szybko, ze matryca Heytinga jest tylko przyblizong matryca, w tym
sensie, ze wszystkie tezy intuicjonistycznej logiki zdan otrzymuja w niej warto$é
wyrdzniona, lecz istniejg formuly spetniajace matryce, a niewynikajace z aksjo-
matéw, np.:
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(—p—->p)->pv—p°

—|pV—1—1p

P->dv(g->p)

pv(p—->qv—q
[(=p—>p)->pVv-p]->(—pVv-—p
-p=2qvr)=>(=p-o>qvVv(-p-or)

Kolejnym krokiem na drodze poszukiwania adekwatnej matrycy byto skonstru-
owanie matryc 5-wartoSciowych (nie jest w nich spetniona np. formufa (p - q) v
(q — p)), lecz i tak zbidér wyrazefi spetnionych wedlug matryc byl obszerniejszy
od zbioru tez logiki intuicjonistycznej. Dopiero K. Godel (1932) wykazat, ze Zadna
matryca skoficzenie wartoSciowa nie jest adekwatna dla logiki Heytinga, zawsze
bowiem mozna znalez¢ formutle, ktéra nie wynika z aksjomatéw, a jest sprawdzona
przez matryce, w ktorych sprawdzone sa aksjomatyl0. S. Jaskowski (1936) uzupetnit
ten wynik, podajac sposob konstrukcji matryc adekwatnych wzgledem logiki intui-
cjonistycznej. Konstrukcja polega na okrefleniu ciagu matryc przez przechodzenie
od matrycy n-wartoéciowej do n+1-wartosciowej. Jest to ciag nieskoficzony, ktory
mozna zastapi¢ jedna matryca nieskoficzenie-warto$ciowa. JaSkowski udowodnit, ze
zbi6r twierdzen logiki Heytinga jest identyczny ze zbiorem twierdzefi spetnionych
w takiej nieskoriczenie-warto$ciowej matrycy!l.

V. WielowartoSciowosSciowy charakter

W stosunku do logiki intuicjonistycznej mozna postawié pytanie, czy jest ona odmia-
ng logiki wielowarto$ciowej. Pierwotne motywacje, ktore doprowadzily do powstania
tej logiki, nie byly sprzg¢zone z wielowartoSciowoscig. Dopiero po skonstruowaniu
systemu metoda aksjomatyczna okazalo sig, ze jego matryca charakterystyczna
nie moze by¢ dwuwarto$ciowa ani nawet skoficzenie wiclowartosciowa. Pod tym
wzgledem logika intuicjonistyczna jest podobna do logik modalnych, dla ktérych
réwniez adekwatne sa matryce nieskoficzone. We wspdlczesnej literaturze istnieje
tendencja, aby sytuacji takiej nie klasyfikowaé jako wielowartosciowosci logiki,
w odrdznieniu od takich logik, dla ktdrych matryca wigcej niz dwuwartoSciowa
(i niesprowadzalna do dwuwarto$ciowe;j) jest punktem wyjécia ich budowy!2.
Poniewaz matryca jest algebra, charakterystyka matrycowa systemu jest cha-
rakterystyka algebraiczna, czyli syntaktyczng, czysto formalng. Warto$ci matrycy
nie muszg wiec by¢ interpretowane semantycznie, tzn. nie musza istnie¢ seman-

9 Wystarczy sprawdzi¢ dla p=2: (—2-2)-2v-2 = (-0-2)-2v0 = (12)-2 = 292 = L

10 Gsdel 1986: 222-225.

11 Jaskowski 1936: 58-61 oraz Surma 1971: 21-54.

12 Jeszcze w pierwszej polowie XX w. logika intuicjonistyczna byla zaliczana do logik wielo-
warto§ciowych (m.in. przez J. Lukasiewicza, T. Czezowskiego, T. Kotarbifiskiego).
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tyczne korelaty wartosci logicznych. Zrodio nieporozumien tkwi w utozsamieniu
syntaktycznego pojecia spelniania w matrycy i semantycznego pojecia prawdzi-
wosci w modelul3, Na terenie klasycznego rachunku zdaf warunki spefniania
w matrycy (dwuwartoSciowej) i prawdziwosci w modelu pokrywaja sie, zatem
wartoSci matrycy 1 i 0 moga by¢ interpretowane jako semantyczne wiasnosci,
odpowiednio prawdziwosci i fatszywosci. Jednakze w przypadku intuicjonistycz-
nego rachunku zdanh nieistnienie adekwatnej matrycy dwuwarto§ciowej nie jest
zwigzane z zalozeniem, ze oprdcz prawdy i falszu istniejg inne wartosci logiczne,
jesli termin ,warto$¢ logiczna” jest rozumiany jako termin semantyczny, tak jak
terminy ,,prawda”, ,falsz”.

VL. Nieklasyczne pojecie prawdy

U podloza intuicjonizmu lezy nie tyle odrzucenie podzialu zdaf na prawdziwe
i fatszywe, co zmiana samej koncepcji prawdy. Prawda klasycznie pojgta jest
zgodnoscig (adequatio) poznania z rzeczywistoScig ~ i albo ta zgodnos¢ zachodzi,
albo nie. Dlatego jest ona niezmienna, niestopniowana, niezalezna od tego, kto
i w jakich okolicznosciach ja stwierdza.

Wedtug Brouwera cos jest prawdziwe, jesli jest przez kogo$ do§wiadczone, nie
ma niedo$wiadczonych prawd!4. Dla Heytinga zdanie jest prawdziwe, jesli zostalo
udowodnione - ,,do pojgcia prawdy docieramy przez kwantyfikacjg egzystencjalng
- zdanie jest prawdziwe, jesli istnieje konstrukcja, ktoéra go dowodzi”!5. Prawa
logiki odnosza si¢ do naszych wlasnych operacji umystowych, ich prawdziwosé
nie mozZe wykraczaé poza nasza zdolno$¢ dowodzenia. Skonstruowanie dowodu,
a nie, jak przy podejSciu klasycznym, pewna konfiguracja bytéw sprawia, ze twier-
dzenie jest prawdziwel6, Z perspektywy intuicjonizmu, jesli zdanie jest w ogdle
prawdziwe, to moze by¢ ono prawdziwe tylko na mocy czego$, co mozemy poznac
i co winni$my uzna¢ jako §wiadectwo jego prawdziwoscil’. Innymi sfowy, prawda
przekraczajaca mozliwosci jej stwierdzenia jest pojeciem pustym.

Wr6émy do matryc skonstruowanych przez Jaskowskiego. Wartosci niewy-
réznione w nastgpujacych po sobie matrycach stale przyrastajg o jedna, przy
czym warto$C ta jest blizsza 1 niz 0. Same matryce generowane sa przez funkcjg
o nastgpujacych wlasnosciach: (a) gdy argument funkcji ma warto§é wyr6zniona,
to wartoscia funkcji jest nowa warto$¢ logiczna, ktorej w poprzedniej matrycy
nie byto, (b) gdy argumentem funkcji jest warto§¢ niewyrdzniona poprzedniej
matrycy, to warto$¢ funkgcji jest rowna poprzedniej warto$ci niewyrdznionej. Jas-

13 Borkowski 1990a: 471-473.
14 Brouwer 1949: 1235-1249.
15 Dummett 1998: 59-60.

16 Tamze, 13, 24.

17 Dummett 1978a: 146.
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kowski, zdaniem Z. Zawirskiego, wykazat, ze ,,im dalej posuwamy si¢ w szeregu
nowych wartosci, tym bardziej zblizamy si¢ do prawdy”18. Wartosci nieskoficzo-
nej matrycy s uporzadkowane wedlug wzrastajacego stopnia uzasadnienia jako
wlasnie ,,zblizajace si¢ do prawdy”.

Jedli istote prawdziwoSci upatruje sig, jak to czynig intuicjoniSci, w stosunku
zdania do okreslonych zabiegéw poznawczych, do préb uzasadniania danego zda-
nia, to mozna méwié¢ o pewnych stopniach uzasadnienia (potwierdzenia) tego
zdania. Zgodnie ze standardami intuicjonistycznymi zdanie byloby prawdziwe
w najwyzszym stopniu, gdyby zostato niezawodnie uzasadnione!%, natomiast uza-
sadnione w bardzo niskim stopniu byloby zdanie, na potwierdzenie ktérego nie
znaleziono jeszcze dostatecznych racji, lecz o ktdrym przypuszcza sig (wie sig),
ze nie jest falszywe. Tak wiec zadnej z wartosci wystepujacych w matrycy logiki
intuicjonistycznej nie mozna interpretowaé jako klasycznie pojetej prawdziwoSci.
Wartosci te sg co najwyzej epistemologicznymi wariantami prawdy. Wyznaczaja
one podzial zdan ze wzglgdu na stopieni ich uprawomocnienia.

Logika klasyczna i intuicjonistyczna zakiadaja odmienne kryterium podzia-
tu zdan. Pierwsza zaktada ontologiczng podstawe podzialu - zdania moga byé
zgodne z ,,bytem”, czyli prawdziwe, lub niezgodne z ,.bytem” — falszywe. W intui-
cjonizmie natomiast przyjmuje si¢ podmiotowe kryterium podzialu zdaf - dzieli
si¢ zdania na uznane (udowodnione) i nieuznane (nieudowodnione). Kryterium
to nie opiera si¢ tylko na obiektywnie istniejacej rzeczywistosci, lecz uwzglednia
takze wiedzg podmiotu poznajacego o tej rzeczywistosct.

VII. Wtérno$¢ wobec matematyki

W swojej rozprawie doktorskiej Over de Grondslagen der Wiskunde2® (1907)
Brouwer zauwazyt, iz do matematyki rozumianej w duchu intuicjonistycznym nie
stosuje si¢ logika klasyczna. Postulowal, aby zacza¢ budowg matematyki i logiki

18 Jesli bowiem zastapimy warto$¢ najblizsza 1 przez 1 w matrycy implikacji i negacji, to z od-
powiednich matryc k-wartosciowych otrzymujemy matryce k-I-wartoSciowe. Zastgpienie 2 przez 1
w matrycy Heytinga daje w wyniku zwykla dwuwarto$ciowa matrycg. Natomiast zastapienie wartosci
najblizszej 0 przez 0 lub ktérej$ z wartosci posrednich przez warto$¢ sasiednia burzy wzajemne
stosunki poprzedniej matrycy. Wartoéé 2 jest zatem blizsza 1 niz 0, moze bowiem przej§é¢ w 1
poprzez skonstruowanie dowodu, nigdy za$§ 2 nie moze przej$¢ w 0. Matryca Heytinga jest tak
zbudowana, Ze kazda implikacja o falszywym nastgpniku jest falszywa. Moze byé to wyrazem zasady,
iz nie mozna uznaé przejicia od zdania prawdziwego, nawet najstabiej uzasadnionego, do zdania
falszywego. Zawirski, 1939/46: 211. ’

19 Pozostaje oczywiscie kwestia, co jest takim niezawodnym uzasadnieniem. Powszechnie przyj-
muje si¢, Ze, przynajmniej w matematyce, konkluzywnym potwierdzeniem danej tezy jest znalezienie
dowodu. Dowdd jednak przeprowadza si¢ wedlug pewnych regul, ktdre kodyfikuje dana logika.
Dlatego sprawa si¢ znacznie komplikuje, kiedy spor dotyczy wiasnie tych zasad, a ogdlniej tego,
ktory system logiczny jest poprawny.

2 Brouwer 1975b: 11-97.
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od poczatku, przy czym wzajemna relacj¢ tych dyscyplin rozumial w osobliwy
spos6b2l, Jako pierwszy oglosil, ze logika jest wtoérna w stosunku do matema-
tyki?2. O ile przy podejsciu klasycznym logika stanowi struktur¢ matematyki,
a prawa logiczne s3 podstawa niezawodnych schematéw wnioskowania, o tyle
intuicjonista zaczyna od konstrukcji matematycznych, a prawa logiki otrzymuje
na drodze uogoélnienia uniwersalnie poprawnych metod konstrukcji.

Matematyka intuicjonistyczna jest dzialalnoScia istotnie bezjgzykowa?. Doty-
czy ona przeprowadzania umystowych konstrukc;ji, natomiast logika zwigzana jest
z jgzykowym wyrazeniem tych konstrukcji, czyli powstaje wtedy, gdy matematycy
uciekaja si¢ do jgzyka w celu zatrzymania ‘§Sladéw’ konstrukcji matematycznych
i komunikowania ich innym. W miar¢ rozwoju wiedzy matematycznej moga
by¢ odkrywane nowe metody przeprowadzania konstrukcji. Matematyk intui-
cjonista wykonuje swa dzialalno$¢ w czasie, z ktérym zwiazane jest wzrastanie
wiedzy, budowanie nowych dowodow, uznawanie twierdzef. Z tej racji ,,logika
jest nauka empiryczng”?4, ktéra kodyfikuje a posteriori zasady rzadzace rozumo-
waniem matematycznym.

Mozna postawié pytanie, co — je§li nie zgodno$¢ z regutami logiki — decyduje
o poprawnoS$ci wnioskowania matematycznego. Heyting wyjasnia, ze ,,w mate-
matyce intuicjonistycznej nie wnioskuje si¢ wedtug statych regui, ktére mozna
by skodyfikowaé w logice, lecz kazde pojedyncze wnioskowanie jest sprawdzane
bezposrednio pod katem swojej oczywisto$ci”Z,

VIII. Konstruktywne $rodki dowodowe

U podstaw intuicjonizmu lezy radykalnie odmienne od klasycznego nastawienie
wzgledem przedmiotu matematyki. Brouwer zerwal z realizmem platonskim:
odrzucit istnienie niezaleznej od podmiotu poznajacego dziedziny przedmio-
towej, ktéra matematyka jedynie odkrywa i opisuje. Wedlug niego przedmioty
matematyki s3 wytworami pewnych operacji podmiotu.

Heyting podkre§lal, ze mysl matematyczna nie komunikuje prawd o §wiecie
zewngtrznym, lecz zajmuje si¢ wylacznie konstrukcjami my$lowymi. Przedmioty
matematyczne nie istnieja niezaleznie od naszej wiedzy o nich, lecz ich esse
est concipi. Kazde ,twierdzenie matematyczne jest stwierdzeniem, ze zostala
wykonana pewna konstrukcja matematyczna. Jasne, ze ,przed wykonaniem

21 8. Haack wiaze powstanie logiki intuicjonistycznej ze strategia rewizji ujecia stosunku logiki
do matematyki. Haack 1978: 156.

22  Matematyka jest niezalezna od logiki, natomiast logika jest zalezna od matematyki”. Brouwer
1975b: 73.

2 Brouwer 1975a: 510. Brouwer dodaje, ze jezyk tylko towarzyszy matematycznemu rozumo-
waniu,

24 Brouwer 1975b: 74.

25 Heyting 1934: 13.
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konstrukcji nie ma jeszcze twierdzenia”. A.N. Kotmogorow charakteryzujac
logike i matematyk¢ intuicjonistyczng pisal, ze nie s3 one naukami badajacymi
obiekty lezace na zewnatrz nas, lecz sa swoistg ‘dzialalnoScia’ tworczg w zakre-
sie budowania konstrukcji myslowych nieodpowiadajacych zadnej rzeczywistoSci
zewngtrznej?’.

W opinii intuicjonistéw, zachodzi istotna réznica pomigdzy dowodem ist-
nienia przedmiotu pewnego typu przez skonstruowanie efektywnego przykiadu
takiego przedmiotu a wykazaniem, ze gdyby zaden taki przedmiot nie istniat,
to mozna by otrzymac sprzeczno$¢. Niesprzeczno$¢ jest jedynie koniecznym,
ale niewystarczajgcym, warunkiem istnienia obiektéw matematycznych. Pozy-
tywnym kryterium ich egzystencji jest konstruowalno$¢?8. Zdaniem Heytinga
wprowadzenie do matematyki sadéw o istnieniu bez mozliwoSci konstrukgji jest
wprowadzeniem don ‘teologicznych’ sposobéw dowodzenia.

Heyting postawial sobie za cel zbudowanie systemu, w ktérym byltyby dopusz-
czalne wylgcznie konstruktywne $rodki dowodowe. W logice intuicjonistyczne;j
nie obowiazuja zasady umozliwiajace nieefektywne dowody twierdzen egzysten-
cjalnych, m.in.: silne prawo podwdjnej negacji?%, prawo wyfaczonego Srodka,
silne prawo transpozycji.

Przy podejsciu zalozeniowym odrzuca si¢ dowody istotnie nie wprost. Znaczy
to, ze dla rachunku intuicjonistycznego wazna jest tylko ograniczona regula
tworzenia dowodéw zatozeniowych nie wprost3, Stwierdza ona, Ze wyrazenie
postaci:

01 = {9y = .. & (¢ = —@y)...}

jest teza, jeSli otrzymamy sprzeczno$¢ na podstawie zatozeft ¢y, ..., @, oraz
zalozenia dowodu nie wprost @,. Ostatni nastgpnik dowodzonej formuly nie
moze by¢ dowolnym wyrazeniem, lecz musi byé poprzedzony funktorem nega-
cji. Konsekwentnie, dla logiki intuicjonistycznej mozna udowodni¢ tylko stabe
twierdzenie o dedukcji nie wprost:

Jezeli @1, @y vy Pnts On | W W, tO | @ > {@y = oo = (Qn = @)

2 Heyting 1966: 3.

27 Kolmogorow 1955: 83.

8 Z zadaniem konstruktywnoSci zwiazany jest fakt odrzucenia przez Brouwera samej aksjoma-
tycznej metody budowania systeméw. Istnienie przedmiotéw nie moze by¢ przeciez tylko postulowa-
ne, jak to si¢ czyni w metodzie aksjomatycznej, lecz przedmioty te nalezy uprzednio skonstruowaé.

29 Z prawa podwdjnej negacji mozna wyprowadzi¢ prawo wytaczonego Srodka. W ——p—p
podstawiamy za zmienng p wyrazenie pv—p, otrzymujemy ——(pv—p)—pv—p; poniewaz poprzednik
jest teza logiki intuicjonistycznej (podwojne negacje tez klasycznych sa tezami intuicjonistycznymi),
wigc stosujac regule odrywania, otrzymujemy pv—p.

30 Borkowski 1990b: 174-176.

31 Porgbska, Suchoni 1991: 99-101.
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IX. Dowodowa interpretacja funktoréw

Podstawowe funktory klasycznego rachunku zdan charakteryzujg si¢ niezalez-
noscig tematyczng i uniwersalnoScia w tym sensie, ze wyst¢puja one w kazdej
nauce i w kazdym j¢zyku, niezaleznie od tre§ci prowadzonych rozwazan. Stuza
one do opisu najbardziej ogdlnych zwiazkéw migdzy faktami, zdarzeniami, zjawi-
skami, stanami rzeczy. Koniunkcja na przyktad wyraza zwigzek wspoizachodzenia
dwoéch faktéw, alternatywa — zwigzek niewspoéiniezachodzenia dwéch faktow,
czyli wykluczenia wspoéiniezachodzenia. Tak wigc formule ,,@ A y” interpretuje
si¢ jako: zachodzi (istnieje) stan rzeczy opisany przez ¢ i zachodzi stan rzeczy
opisany przez y, a formulg ,,¢ v y” jako: zachodzi (istnieje) stan rzeczy opisany
przez ¢ lub zachodzi stan rzeczy opisany przez y. Na plaszczyznie semantycznej
koniunkcji odpowiada wspotprawdziwos$é dwodch zdai, a alternatywie — niewspol-
faiszywosc.

W inny spos6b rozumiane s3 funktory intuicjonistycznego rachunku zdan.
Heyting przedstawit tzw. teorio-dowodowa interpretacj¢ funktoréw, u ktoérej
podstaw lezy idea, ze uznanie jakiej$ formuly oznacza skonstruowanie dla niej
dowodu. Charakterystyka funktoréw jest zatem nast¢pujaca:

a) formul¢ ,,0 A y” mozna uznaé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy (w skrocie: wtw)
posiadamy dowo6d zaréwno formuly ¢, jak i y

b) formulg ,,¢ v y” mozna uzna¢ wtw posiadamy dowdd przynajmniej jednej
z formut ¢,

c) formulg ,, — Y’ mozna uznaé¢ wtw dysponujemy konstrukcja, ktéra dota-
czona do kazdej konstrukcji dowodzacej ¢ daje automatycznie konstrukcje
dowodzaca v

d) formulg ,,—¢” mozna uznaé wtw dysponujemy konstrukcja, ktéra wyprowadza
sprzeczno$¢ z zalozenia, ze konstrukcja ¢ zostala wykonana32,

Zamiast o konstrukcji (dowodzie) mozna méwi¢ o efektywnej procedurze
wykazania. W ten spos6b Lemmon uogdlnil interpretacj¢ Heytinga. Intuicjo-
nistyczng alternatywe interpretowal nastgpujaco: mozna wykazac, ze jest tak,
ze ¢, lub mozna wykazaé, ze jest tak, ze y. Alternatywa jest funktorem, ktory
- obok negacji — wykazuje najwigksze rozbieznosci interpretacyjne w stosunku
do jego klasycznego odpowiednika.

Przy zalozeniu dowodowej interpretacji alternatywy nie wolno uznaé zdania
»kazda liczba parzysta wigksza niz 2 posiada wlasnos¢ Goldbacha3 lub nie jest
tak, ze kazda liczba parzysta wigksza niz 2 posiada wiasno§¢ Goldbacha”, ponie-
waz - jak dotad - ani nie udowodniono, ze kazda liczba parzysta wigksza niz 2
posiada wiasno$¢ Goldbacha, ani nie udowodniono, ze istnieje liczba parzysta

32 Heyting 1966: 98-99.
33 Liczba posiada wlasnos¢ Goldbacha wtedy i tylko wtedy, gdy moze by¢ przynajmniej w jeden
sposob przedstawiona jako suma dwoch liczb pierwszych.
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wigksza niz 2, ktora nie posiada wlasnosci Goldbacha. Nie ma zatem mozliwosci
przekonania si¢ o prawdziwoSci (intuicjonistycznie rozumianej) zadnego ze zdaf
sktadowych w tym zdaniu wystgpujacych.

Funktory intuicjonistycznej negacji, alternatywy, koniunkcji, implikacji sa tylko
odpowiednikami funktoréw klasycznych. Zdaniem Lukasiewicza te pierwsze sg
silniejsze w tym sensie, ze zawsze, jefli prawdziwe jest zdanie alternatywne,
w ktorym funktor alternatywy jest rozumiany intuicjonistycznie, to prawdziwe
jest réwniez odpowiednie zdanie alternatywne, w ktérym wystgpuje alternaty-
wa klasyczna, lecz nie odwrotnie34. Silniejsze rozumienie alternatywy jest dla
Lukasiewicza powodem, dla ktérego w rachunku intuicjonistycznym odrzuca si¢
prawo wylaczonego srodka. Inni uwazaja, ze to wlasnie odmiennosci znaczeniowe
funktora negacji, a nie alternatywy, ponosza win¢ za odrzucenie prawa wylaczo-
nego Srodka®. Wydaje si¢ jednak, ze takie podejscie jest nietrafne, gdyz ,kiedy
raz zakléci si¢ wzajemne zwigzki operatoréw logicznych, mozna powiedziec,
ze zmienito si¢ wszystko [...] nazwy i symbole negacji i alternatywy przenosza
si¢ na logike nieklasyczna, taka jak intuicjonizm, tylko przez luzng i arbitralng
analogig™36.

Jesli intuicjonisci przyjmuja odmienna interpretacjg stalych logicznych, to tym
samym inaczej rozumieja prawa logiczne. Klasyczne i intuicjonistyczne prawa
wylaczonego §rodka sg tylko do pewnego stopnia analogiczne. Nie mozna wigc
twierdzié, ze w logice intuicjonistycznej odrzuca si¢ (klasyczne) prawo wytaczo-
nego §rodka czy podwdjnej negacji. Faktycznie intuicjonisci nie uznaja niektérych
odpowiednikow praw logiki klasyczne;j.

X. Ograniczone pole stosowania

Logiki intuicjonistycznej nie traktowano jako obowiazujacej zawsze i wszgdzie.
Nie pretendowata do roli uniwersalnego narz¢dzia pozwalajacego opisywac zalez-
nosci miedzy dowolnymi stanami rzeczy, jak to czynita logika klasyczna. Od
poczatku przypisywano jej ograniczone pole stosowania. Logika intuicjonistyczna
zostata skonstruowana wylacznie na uzytek matematyki intuicjonistycznej. Hey-
ting pisal wprost, ze ,pytanie, czy znajduje ona zastosowania poza matematyka,
w ogéle nas nie obchodzi”3?. Zmienne zdaniowe reprezentuja zdania o wykona-
nych (przynajmniej w umyS$le matematyka) konstrukcjach matematycznych.
Pojawily si¢ takze proby rozszerzenia logiki intuicjonistycznej poza kon-
tekst matematyki i nadania jej powszechnego, charakteru. Przedstawiciele tzw.
antyrealizmu semantycznego (M. Dummett, C. Wright) utrzymuja, ze prawda

34 Fukasiewicz 1961: 267.

35 Antyrealistyczne spojrzenie na jezyk, mysl, logike i historig filozofii analitycznej 1998: 170.
36 Quine 1977: 129.

37 Heyting 1966: 97.
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przekraczajaca mozliwosé jej stwierdzenia jest pojgciem pustym. Wobec tego
nie mozna uznaé¢ zdania ,Jan byl odwazny lub Jan nie byl odwazny”, bedace-
go podstawieniem prawa p v —p, w sytuacji, gdy Jan nigdy nie znajdowat sig
w niebezpieczefistwie i nie mogt zademonstrowaé swojej odwagi lub jej braku,
a obecnie juz nie zyje3s.

Ostatecznie propozycja rozszerzenia logiki intuicjonistycznej poza matema-
tyk¢ nie spotkala si¢ z powszechna aprobata ani logikow, ani przedstawicieli
innych dyscyplin, ktérzy nadal rozumuja zgodnie z zasadami logiki klasyczne;.
Uwaza si¢ obecnie, ze zasadnicza dziedzing zastosowan logiki intuicjonistyczne;j,
pojmowanej jako §rodek dowodowy, jest matematyka: teoria mnogosci, analiza
matematyczna. Intuicjonizm wywiera takze wplyw na badania metamatematycz-
ne oraz badania nad podstawami matematyki, gdzie zalicza si¢ go do kierunku
konstruktywistycznego.

XI. Epistemologiczno-metodologiczna perspektywa badawcza

Klasyczny rachunek logiczny zwiazany jest z ontologicznym nastawieniem badaw-
czym39, czyli takim, w ktorym szuka si¢ odpowiedzi na pytanie, jaki jest $wiat.
Intuicjonistéw natomiast taka postawa w ogéle nie interesuje. Nie przyjmuja, ze
Swiat jest jakis, jeSli nie ma mozliwosci przekonania si¢ o tym. Przy podejsciu
zwigzanym z logika intuicjonistyczng istotng rol¢ odgrywaja metody i mozliwosci
ludzkiego poznania.

Logik klasyczny przyjmuje, ze $wiat jest taki, iz z dwoch sprzecznych standéw
rzeczy jeden zachodzi (istnieje), czyli §wiat jest taki, ze niewspoiniezachodza
w nim dwa sprzeczne stany rzeczy. Innymi stowy, §wiat jest taki, ze p, lub nie
jest taki, ze p, czyli $wiat jest taki, Zze: p v —p. Przy podejsciu intuicjonistycznym
natomiast nie zawsze jest tak, ze mozna udowodni¢, ze p, lub mozna udowodnié¢,
ze nie jest tak, ze p. Méwiac bardziej ogdlnie: nie zawsze jest tak, Ze istnieje
efektywna procedura wykazania, ze p, lub istnieje efektywna procedura wyka-
zania, Ze nie p. A wigc nie obowiazuje p v —p. Te same wzory sa zatem przy
obu podejsciach catkowicie rdznie rozumiane.

W perspektywie badawczej, jaka zaklada logika intuicjonistyczna, ogranicza
si¢ zasi¢g dopuszczalnych pytan do mozliwosci odpowiedzi na nie. Z kazdym
za$ zdaniem wiaze si¢ nierozdzielnie refleksje nad sposobem dojscia do uznania
tego zdania. Perspektywg badawcza tej logiki mozna okresli¢ jako epistemolo-
giczno-metodologiczna.

33 Dummett 1987b: 7-10. Krytyke argumentacji Dummetta przeprowadza Grobler 1990: 47-61.
39 Przy takim nastawieniu daje sie uzasadni¢ jego obowigzywalno$c.
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Zamiast zakoficzenia: kiopoty na osi relacji:
logika klasyczna-logika intuicjonistyczna

Celem Heytinga bylo zbudowanie takiego systemu, w ktérym nie beda obowigzywaly
formuly umozliwiajace niekonstruktywne dowody twierdzef matematycznych. Z poda-
nej przezen aksjomatyki nie mozna bylo wywies¢ niepozadanych (odpowiednikéw) praw
logiki klasycznej. W parze z tg stabsza aksjomatyka szly mocniejsze Srodki dowodowe.
W zamierzeniu autora logika intuicjonistyczna byla zatem czgscia wlasciwg logiki kla-
sycznej. Pretendowala do zastapienia tej ostatniej na terenie matematyki.

Okazalo si¢ p6Zniej, ze mozna paradoksalnie udowodni¢ twierdzenie o zanu-
rzalnoSci zbioru tautologii klasycznych w zbiorze tautologii intuicjonistycznych.
To twierdzenie Godla jest stuszne jedynie pod warunkiem, ze do aksjomatow
Heytinga doda si¢ definicje funktoréw alternatywy i implikacji w terminach nega-
cji i koniunkcji. W tak wzbogaconej logice intuicjonistycznej mozna otrzymac
wszystkie tezy klasycznego rachunku zdan.

Problemy z okre§leniem faktycznej relacji pomigdzy logika intuicjonistyczng
i klasyczng mial réwniez Lukasiewicz. Poczatkowo (1938) przyjmowal, ze pierwsza
zawiera si¢ w sposob wlasciwy w drugiej, a nastgpnie (1952) uznat, Ze zachodzi
zupeinie odwrotna zalezno§¢. Twierdzenie gloszace, ze intuicjonistyczny rachunek
zdan jest nadsystemem dla klasycznego rachunku zdan, Lukasiewicz udowod-
nit, dodajac do tego pierwszego definicj¢ zawierajaca zmienng funktorows, za
ktora podstawial — niezgodnie z zamiarem Le$niewskiego, od ktdrego ja przejal
- nieprawdziwo$ciowe funktory intuicjonistyczne40.

Kolejnym faktem sugerujacym, ze logika intuicjonistyczna jest raczej rozszerze-
niem niz zawe¢zeniem logiki klasycznej, jest jej interpretacja w logice modalnej S4.
J.C.C. McKinsey i A. Tarski wykazali, ze jesli w jakiej$ tezie rachunku Heytinga
zastapi si¢ kazda zmienng p przez Lp (jest konieczne, ze p), negacj¢ zmiennej
—p przez —Mp (jest niemozliwe, ze p), implikacj¢ materialng przez implikacj¢
§cisla, to otrzyma si¢ odpowiednie twierdzenie systemu S4*.. To nieoczekiwane
powinowactwo z logika modalng oraz traktowanie rachunku intuicjonistycznego
jako rozszerzenia klasycznego nie bylo w zaden spos6b zamierzone przez tworcow
intuicjonizmu. Ponadto jest ono mozliwe tylko pod warunkiem postuzenia si¢
definicjami, ktére nie spelniaja postulatu nietworczosci.

Zaréwno Brouwer i Heyting, jak i wspdicze$ni ortodoksyjni intuicjonisci uwa-
zaja si¢ za krytyk6éw logiki klasycznej. Nie jest jednak tak, ze krytyka dotyczy
tylko obowiazywalnosci pewnych praw. To, czy dana formuia jest tezg systemu,
wydaje si¢ sprawa drugorzgdna, bgdaca konsekwencja bardziej podstawowego
pogladu na nature i zadania logiki. Logika intuicjonistyczna wyrosta w catkowicie
odmiennym od klasycznego paradygmacie uprawiania nauki. Zaklada nieonto-

40 Szerzej na ten temat w: Czernecka-Rej 2000: 223-238.
41 McKinsey, Tarski 1948: 13-14.
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logiczne nastawienie badawcze, nieklasyczng koncepcje prawdy, nieprawdziwos-
ciowy charakter stalych logicznych. Konsekwentnie réwniez prawa tej logiki nie
moga by¢ rozumiane na sposéb klasyczny.

Jesli te same formalne napisy sq inaczej rozumiane w obu logikach, to wydaje
si¢ niecelowe poré6wnywanie tych logik pod katem obowigzywania lub nie okres-
lonych wzoréw. Innymi slowy, kategorie takie jak zawgzanie czy rozszerzanie
logiki nie maja tu zastosowania. Chcac opisa¢ zakresowo relacjg migdzy odnos-
nymi logikami, wlaSciwiej byloby uzyé terminu ‘wykluczanie sie’.

Na koniec nalezaloby postawi¢ kluczowe pytanie o konkurencyjnos¢ obu logik.
Czy stuszne jest postrzeganie logiki intuicjonistycznej jako rywalki logiki klasycz-
nej? Czy pretenduje ona do zastapienia logiki klasycznej, szczeg6lnie na terenie
matematyki? W Swietle powyzszych ustalei nalezy na te pytania odpowiedzieé
przeczaco. Logiki te nie sa konkurencyjne, poniewaz czego innego dotycza.

Logika intuicjonistyczna jest interesujaca zaréwno z formalnego, jak i filozo-
ficznego punktu widzenia. Nalezaloby blizej zbadaé, czego ona dotyczy, o czym
mowia jej prawa, z jaka postawa filozoficzng jest zwigzana.
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Eleven Reasons Why Intuitionist Logic is Not So Beautiful

Keywords: intuitionist logic, classical logic, law of logic, logical value, truth, con-
structivism

The point of the article is to lay bare the assumptions of intuitionist logic
which make it different from standard logic or the traditional logical calculus.
The differences are presented at three levels: formal, interpretative and
philosophical. They can be summarized as follows. Intuitionist logic has a limited
scope of application, it recognizes only constructive forms of demonstration,
it accepts a non-classical conception of truth and assumes a demonstrative
interpretation of operators, plus its operators are not mutually interdefinable.
This logic is combined with epistemic-cum-methodological research perspective.
Its characteristic matrix is infinite and truth values are not interpreted as truth
and falsity. Intuitionist logic does not admit some rules of classical logic and it
cannot accommodate easily the axiomatic method.



